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Kurzfassung

Diese Diplomarbeit befat sich mit der Untersuchung von zeit- und wertdiskreten Si-
gnalen, aus denen durch Zeitverzégerung Zustandsvektoren im Phasenraum erzeugt
werden. Die auf diese Weise erzeugten Attraktoren weisen eine fiir das erzeugende
System charakteristische Struktur auf. Sind die untersuchten Signale beispielsweise
aufgezeichnete Vokale, so ist eine vom Sprecher weitgehend unabhingige Ahnlichkeit
der Attraktoren zu bemerken. Im Rahmen dieser Arbeit wird versucht, mit numeri-
schen Methoden die Ahnlichkeit solcher Strukturen zu erfassen, um auf diese Weise
eine Klassifizierung der untersuchten Signale durchfithren zu kénnen. Im Bereich der
Sprachverarbeitung wére ein mogliches Anwendungsgebiet die Phonemseparation bzw.
-klassifikation.

Um ein quantitatives MaB fiir die Ahnlichkeit zweier im Phasenraum eingebette-
ten Attraktoren zu erhalten, werden im weiteren Verlauf zwei verschiedene Grofien
verwendet, die Kullback Leibler Distanz und die Transinformation, die beide ihren Ur-
sprung in der Informationstheorie haben. Zur Berechnung dieser MaBe ist es notwen-
dig, mehrdimensionale Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen zu schitzen. Fir diese
Aufgabe kommen verschiedene Verfahren in Frage, von denen drei im Rahmen die-
ser Arbeit naher untersucht werden. Es handelt sich dabei um das Histogramm mit
adaptiver Klassengrofle, um die Kerndichte Schiatzung, sowie um eine Variante da-
von, den MMI-Algorithmus. Weiters wird das Histogramm mit fester Klassengréfie
zu Vergleichszwecken prasentiert, es eignet sich jedoch nicht fiir eine Schatzung der
Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung.

Nach einer kurzen Gegeniiberstellung der theoretischen Eigenschaften folgt die Be-
schreibung der drei Algorithmen. Anschliefend werden einige kurze Tests zur Verifi-
kation der Ergebnisse durchgefithrt. Dabei zeigt sich, daB das adaptive Histogramm
Ergebnisse mit hoher Genauigkeit liefert. Die Kerndichteschatzung fithrt zu dhnlich
exakten Ergebnissen, ist aber auf Grund der extrem langen Rechenzeiten fiir eine prak-
tische Anwendung nicht geeignet. Durch Einsatz des aus der Literatur iibernommenen
MMI-Algorithmus kann die Laufzeit zwar gesenkt werden, jedoch sind die Ergebnisse
falsch. Die Begriindung fiir die auftretenden Fehler wird ebenfalls im Rahmen dieser
Arbeit gegeben.

Der mit dem adaptiven Histogramm arbeitende Algorithmus kann fiir Berechnun-
gen empfohlen werden, wenn die Rechengenauigkeit besonders wichtig ist. Fiir Anwen-
dungen, bei denen die rasche Ausfiihrung im Vordergrund steht, eignen sich die in [2]
angegebenen Algorithmen besser.
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Kapitel 1

Einfiihrung

In der digitalen Signalverarbeitung kam es in den letzten Jahren zu dramatischen tech-
nischen Verbesserungen, die unter anderem in neuen Produkten der Konsumelektronik
ihren Niederschlag fanden. Die Fortschritte wurden sowohl im Bereich neuerer und vor
allem schnellerer Hardware erzielt, als auch im theoretischen Bereich durch den Ein-
satz neu entwickelter Algorithmen. Auch die digitale Sprachverarbeitung, bei der es
sich um ein Teilgebiet der Signalverarbeitung handelt, blieb von diesem Trend nicht
ausgenommen.

In dieser Arbeit wird ein Ansatz fir Aufgabenstellungen im Bereich der Phonem-
klassifizierung, basierend auf [1] untersucht, der bereits bei der Modellbildung neue
Wege beschreitet. Bisher wurde fiir die Modellierung von menschlicher Sprache meist
das Quelle-Filter-Modell verwendet. Dabei handelt es sich um eine lineare Nachbildung
der menschlichen Sprachorgane. Ein Tongenerator, der die Stimmbénder simuliert, wird
zur Erzeugung der stimmbhaften Laute verwendet. Eine tiberlagerte Rauschquelle dient
zur zur Nachbildung der Luftturbulenzen bei stimmlosen Lauten. Das resultierende Si-
gnal wird durch Filter geleitet, die die verschiedenen Resonanzraume im menschlichen
Sprachapparat beschreiben. Bei genauerer Betrachtung zeigt sich jedoch, daf Sprachsi-
gnale zahlreiche Merkmale besitzen, die auf herkommliche Weise nicht zufriedenstellend
erklart werden konnen. Wird zum Beispiel der selbe Laut von einem Sprecher mehr-
mals wiederholt, so beobachtet man bei jeder Realisierung einen véllig anderen Verlauf
der Zeitfunktion.

Dies ist mit ein Grund, nichtlineare dynamische Systeme zur Beschreibung von
Sprache einzusetzen. Das hier verwendete Modell geht dabei von der Annahme aus,
daBl das aufgezeichnete Sprachsignal durch einen Satz von gekoppelten, nichtlinearen
Differentialgleichungen beschrieben werden kann.

Zur Beschreibung von Differentialgleichungssystemen wurde Mitte des 19. Jahrhun-
derts von Hamilton und Jacobi der Phasen- oder Zustandsraum entwickelt, mit dessen
Hilfe sich auch dynamische nichtlineare Systeme beschreiben lassen. Dabei handelt es
sich um einen mehrdimensionalen Raum, bei dem jede Koordinate einem Freiheitsgrad
des untersuchten Systems entspricht. Aus einem n—dimensionalen Gleichungssystem
erhilt man zu jedem Zeitpunkt ¢ einen n—dimensionalen Vektor als Losung. Die Vek-
toren werden in einen Zustandsraum mit gleicher Ordnung wie das Gleichungssystem
eingetragen. Auf diese Weise ergibt sich eine Kurve im Phasenraum, die durch ¢ parame-
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trisiert 1st. Diese Kurve, die als Trajektorie bezeichnet wird, beschreibt das Verhalten
des untersuchten Systems und ist die Losung zo(t) fiir ¢ > 0 mit zq = 2(0), also der
Anfangsbedingung des Differentialgleichungssystems.

Untersucht man mit der oben beschriebenen Methode ein nichtlineares, dynami-
sches System im eingeschwungenen Zustand, so stellt man fest, daf} sich die Trajektorie
in einem abgegrenzten Bereich des Phasenraumes befindet. Das dadurch entstehende
raumliche Gebilde wird als Attraktor des Systems bezeichnet. Der Attraktor gibt cha-
rakteristische Eigenschaften des zugrunde liegenden Systems wieder. Bei chaotischen
Systemen kann man aus dem Attraktor auf Systemparameter wie die Ljapunov Ex-
ponenten und die Informationsproduktionsrate schlieflen. Bei Sprachsignalen ist eine
Analyse weitaus schwieriger, da die Systemgleichungen nicht bekannt sind. Da nur ein
eindimensionales Signal zur Verfiigung steht, wird durch Zeitverzégerung ein mehrdi-
mensionaler Vektor erzeugt, der dann in den Phasenraum eingetragen wird. Das Theo-
rem von Takens sagt, daBl 2rn + 1 Dimensionen fiir die Rekursion ausreichen, wenn das
(in diesem Fall unbekannte) Gleichungssystem n—dimensional ist. Vergleicht man die
Attraktoren mehrerer aufgezeichneter Vokale, so fallt auf, dafl man intuitiv nach dem
optischen Erscheinungsbild des Attraktors Zuordnungen treflen kann. Es stellt sich her-
aus, daB auch bei unterschiedlichen Sprechern die gleichen Vokale ahnliche Attraktoren
im Phasenraum aufweisen.

In den Abbildungen 1.1 und 1.2 sind solche Attraktoren dargestellt. Die ersten bei-
den Bilder zeigen die Vokale [a:] und [o:], gesprochen von Sprecher A. Dieselben Laute,
diesmal von Sprecher B, sind in den weiteren beiden Bildern dargestellt. Man erkennt
sofort die Ahnlichkeit der jeweils gleichen Vokale, wahrend deutliche Unterschiede zwi-
schen den Attraktoren fiir [a:] und denen fiir [0:] bestehen. Fiir weitergehende Betrach-
tungen wird auf die Diplomarbeit von Alfred Knapp verwiesen [9], die sich ausfithrlich
dem Vergleich von Phasenportraits widmet.

Fiir eine Klassifizierung der Phasenportraits wire es giinstig, wenn die Ahnlichkeit,
die vom menschlichen Betrachter leicht festgestellt werden kann, auch numerisch be-
rechenbar wire. Einen Ansatz dafiir liefern die aus der Statistik stammenden Groien
Kullback Leibler Distanz und Transinformation. Diese Mafle werden verwendet, um
Aussagen iiber die Ahnlichkeit zweier Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen treffen zu
kénnen. Da wir es bei unseren Problemen nicht unmittelbar mit Wahrscheinlichkeits-
dichten zu tun haben, miissen die Attraktoren in Wahrscheinlichkeitsdichteverteilun-
gen transformiert werden, um die Kullback Leibler Distanz bzw. die Transinforma-
tion anwenden zu konnen. Fiir unsere Berechnungen fassen wir den Phasenraum als
mehrdimensionalen Ereignisraum auf, der fiir die numerische Berechnung in Klassen
aufgeteilt wird. Die Trajektorie des untersuchten Systems beschreibt also die gesuchte
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion im Ereignisraum. Da es sich um mehrdimensionale
Daten handelt, sprechen wir von der Verbundwahrscheinlichkeitsdichte der einzelnen
Koordinaten. In einer Klasse, die von der Trajektorie 6fter durchlaufen wird, ist die
Wahrscheinlichkeitsdichte héher als in einem Bereich, in dem nur wenige Durchldufe zu
beobachten sind. Mit Hilfe der geschatzten Verbundwahrscheinlichkeitsdichte kénnen
die Transinformation und die Kullback Leibler Distanz berechnet werden.

Die Aufgabe dieser Diplomarbeit ist es, geeignete Programme zur Berechnung so-
wohl der Kullback Leibler Distanz als auch der Transinformation zur Verfiigung zu



KAPITEL 1. EINFUHRUNG 9

Abbildung 1.1: Sprecher A

Abbildung 1.2: Sprecher B
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stellen. Dabei sind mehrere Algorithmen zu implementieren. Weiters ist ein Vergleich
der erzielbaren Rechengenauigkeiten, eine Abschiatzung der Ausfiihrungsgeschwindig-
keit und des jeweiligen Speicherbedarfs erforderlich.

Die entwickelten Algorithmen kénnen in weiterer Folge in der Sprachverarbeitung
zur Phonemseparation verwendet werden. Auch konnen mit Hilfe der Transinformation
stationdre Abschnitte in Sprachsignalen erkannt werden. In der Systemtheorie sind
die Algorithmen beispielsweise fiir die Bestimmung der Ijapunov-Exponenten eines
unbekannten chaotischen Systems geeignet.

Im Kapitel 2 werden die mathematischen Grundlagen fiir die weitere Arbeit be-
sprochen. Es wird beschrieben, wie aus den abgestasteten Zeitsignalen Phasenraume
erzeugt werden. Weiters werden die Begriffe Kullback-Leibler Distanz und Transinfor-
mation definiert.

Im Kapitel 3 erfolgt eine Gegeniiberstellung der untersuchten Berechnungsmetho-
den. Es wird sowohl das Prinzip der einzelnen Algorithmen als auch die konkrete Imple-
mentierung diskutiert. Weiters werden die Vor- und Nachteile der jeweiligen Verfahren
einander gegeniibergestellt.

Eine Zusammenfassung der Ergebnisse, die mit den entwickelten Programmen er-
halten wurden, befindet sich im Kapitel 4. Es wird nicht nur die Genauigkeit des Ergeb-
nisses bewertet, sondern auch die Ausfithrungsgeschwindigkeit und der Speicherbedarf.
Zusétzlich zu den neu entwickelten Programmen werden auch bereits bestehende Al-
gorithmen in den Vergleich einbezogen.

Die Bedienung der Programme wird in Kapitel 5 beschrieben. Es sind alle Optionen
und Kommandozeilenparameter detailliert erklart.



Kapitel 2

Grundlagen und
Begriffsdefinitionen

2.1  Wahrscheinlichkeitsdichten mehrdimensionaler
Zufallsgrofien

Bei den Untersuchungen, die im Rahmen dieser Diplomarbeit durchgefiihrt werden,
kommen Verbundwahrscheinlichkeitsdichteverteilungen zum Einsatz. Diese werden aus
Zeitreihen gebildet, wie im folgenden erlautert wird.

Ein zeit- und wertkontinuierliches Signal s(¢) wird n Mal mit der Zeitdauer T
verzogert. Man erhélt so die Signale s(t),s(t —T),...,s(t — (n — 1)T). Diese werden
als Vektor

() = [s(t),s(t = T),s(t —2T),...,s(t — (n —1)T)] (2.1)

angeschrieben. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird statt 5L (1) auch 5T geschrie-
ben. Die Vektoren sind in einen n—dimensionalen Raum eingebettet. Eine graphische
Ubersicht iiber diesen Vorgang gibt Abbildung 2.1.

Die Amplitudendichtefunktion der Komponenten s; = s(t+47T) des Vektors 37 wird
nun als Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion pg(s;) bezeichnet.

Im néchsten Schritt bildet man aus diesen skalaren Wahrscheinlichkeiten Verbund-
groflen, und zwar

p(3) =p(R) =p(s(t),s(t=T),....s(t—(n—1)T)). (2:2)

Uber p(3) 148t sich angeben, mit welcher Wahrscheinlichkeit der Vektor 37 zu einem
beliebigen Zeitpunkt ¢ in einem bestimmten Punkt des aufgespannten Raumes liegt.

Da bei einer numerischen Analyse zeit- bzw. wertkontinuierliche Signale nicht erfafit
werden kénnen, verwenden wir in den entwickelten Programmen stets die amplituden-
diskreten Abtastwerte s(t)|;=x7. Auf diese Weise erhalten wir n—dimensionale Vektoren,
mit deren Hilfe wir p(§) schiatzen miissen. Auf diese Problematik wird im Kapitel 3 im
Detail eingegangen.

Selbstverstandlich lassen sich aus den vektorwertigen Wahrscheinlichkeitsdichten
wieder Verbundwahrscheinlichkeitsdichten erzeugen, man schreibt beispielsweise fiir

11
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das Verbundereignis, das aus den Signalen z(¢) und y(¢) gebildet wird
pXY(fgv ZJ;F) (2.3)

Wenn 7 die Dimension n und 4 die Dimension m hat, so ist die Verbundwahrschein-
lichkeit in einen (n + m)—dimensionalen Raum eingebettet.

2.2 Entropie

Die Entropie ist eine MafBleinheit fiir den Informationsgehalt einer Zufallsvariablen. X
sei eine diskrete Zufallsvariable aus dem Wahrscheinlichkeitsraum X mit einer Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktion px(z). Die Entropie H(X) dieser Zufallsvariablen ist der
Erwartungswert des Informationsgehaltes!

H(X) = E{log

px(:v)} (2.4)

= — Z px(zn)log px (x,). (2.5)

r,eX

Die Entropie ist unabhingig von einer konkreten Realisierung der Zufallsvariablen
X, sondern ausschlieBlich eine Funktion der Verteilungsdichte px (z). AuBlerdem ist die
Entropie jeder Zufallsvariablen immer groBer oder gleich Null,

H(X) > 0, (2.6)

wobei H(X) = 0 genau dann auftritt, wenn eines der Elementarereignisse z,, von X
das sichere Ereignis mit px(z = z,) = 1 ist.

2.2.1 Entropie von Verbundereignissen

Die Definition fir die Entropie aus dem vorigen Abschnitt kann ohne Probleme auf
Verbundwahrscheinlichkeiten erweitert werden. Fir die Verbundentropie H(X,Y) gilt
dann

HX,Y) = = 5 3 pry (e, 9) log pry (1, 1). (2.7)
reX yey

Weiters kann man die bedingte Entropie als

H(Y|X) = - Z ZPX,Y(JC,y)IOngX(yW) (2-8)

reX yey

definieren. Zwischen diesen beiden Groflen gilt der Zusammenhang

H(X,Y) = H(X)+ H(Y|X). (2.9)

'Wenn fiir den Logarithmus die Basis 2 verwendet wird, dann hat das Ergebnis die Einheit Bit.
In den weiteren Ausfithrungen wird, so es nicht explizit anders vermerkt ist, stets 2 als Basis fiir den
Logarithmus angenommen.
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2.2.2 Entropie von kontinuierlichen Zufallsvariablen

In (2.5) ist die Entropie als Summe iiber Elemente eines Wahrscheinlichkeitsraumes
definiert. Damit ist die Entropie von diskreten Zufallsvariablen leicht zu berechnen,
indem wir fiir jedes Elementarereignis ein Element definieren und anschlieflend die
Summe bilden.

Bei kontinuierlichen Zufallsvariablen hingegen ist das nicht so einfach, weil keine
geeigneten Partitionen definiert werden konnen (es gibt keine abzéhlbaren Elementar-
ereignisse). Daher wird, um die Definition fiir die Entropie entsprechend zu erweitern,
die differentielle Entropie verwendet.

X sei eine kontinuierliche Zufallsvariable mit der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
f(z). Es gilt f(z) > 0 und [ f(z)dx = 1. Die differentielle Entropie h(X) dieser

kontinuierlichen Zufallsvariable wird als
h(X) = —/Xf(,r)log f(z)da (2.10)

definiert. Um den Zusammenhang zur Entropie diskreter Zufallsvariablen herzustellen,
gehen wir folgendermaflen vor:

Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion wird in gleich groBie Intervalle der Breite A
aufgeteilt. Unter der Voraussetzung, daf die Dichteverteilung stetig ist, konnen wir fir
jedes Intervall einen Wert z; bestimmen, fir den die Gleichung

(i4+1)A
Fla)A :/ f(z)da (2.11)

: A

erfillt ist.
Definieren wir den Wertebereich eines Quantisierungsintervalles der Zufallsvariable

X2 =z;, wenn A< X < (i+1)A, (2.12)

o 1dBt sich die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis X2 = x; als
(i+1)A
pi = /A f(a)dz = f(z)A (2.13)

anschreiben.
Die Entropie der quantisierten Zufallsvariable folgt aus (2.5) als

H(X?) = —Zpilogpi (2.14)

- —Zf )Alog (f (x:) A) (2.15)
= —ZAf )log f(x logAif(xi)A (2.16)

= —ZAf Jlog f(z;) —log A. (2.17)
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Dabei wird ausgentitzt, daB

f:f(;ci)A =1. (2.18)

Fitr A — 0 gilt
ZAf Vog f(z;) — / 2)log f(z (2.19)

falls f(z)log f(z) Riemann-integrierbar ist. Als Zusammenhang zwischen der Entropie
von kontinuierlichen und diskreten Zufallsvariablen kénnen wir daher die Beziehung

h(X) = H(X?) +log A (2.20)

angeben.

2.3 Kullback Leibler Distanz und Transinformation

Nachdem wir die Entropie als den Informationsgehalt einer Zufallsvariablen eingefithrt
haben, werden als nachster Schritt Groflen definiert, mit denen Aussagen tiber den Zu-
sammenhang zwischen zwei Wahrscheinlichkeitsverteillungen getroffen werden kénnen.
In dieser Arbeit werden zwei solche Mafle untersucht, die Kullback Leibler Distanz und
die Transinformation.

2.3.1 Kullback Leibler Distanz

Die Kullback Leibler Distanz D(p || ¢) wird als Abstandsmafl zum Vergleich zweier Zu-
fallsvariablen verwendet. Wenn etwa die Verteilung gx(z) gegeben ist, so gibt D(p || q)
an, wie gut eine unbekannte Verteilung px (z) mit ¢x(z) geschitzt werden kann.

Die Definition der Kullback Leibler Distanz lautet

Dinlla) = 3 ploloe 5 221)
E,log g; (2.22)

wobei E, der Erwartungswert der Verteilung p(z) ist.
In der obigen Definition werden die Verteilungen als im ganzen Raum positiv defi-
niert

px(z) >0, gx(z)>0. (2.23)

Diese Bedingungen kénnen auf

px(z) 20, gx(z) >0, (2.24)
erweitert werden, wenn man die Definitionen

0
qx()

0log =0 (2.25)
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und
px(z)log pXO(””) = (2.26)

einfiithrt.

Wie die Entropie ist auch die Kullback Leibler Distanz nie negativ, wobei
D(pllq)=0 (2.27)

dann und nur dann gilt wenn px(z) = gx(z). Dennoch handelt es sich um kein echtes
AbstandsmaB, weil einerseits keine Symmetrie beztiglich px (z) und gx(z) vorliegt und
andererseits auch die Dreiecksungleichung nicht erfillt ist.

Gilt fiir einen beliebigen Punkt z aus X

px(z) #0 und gqx(z) =0, (2.28)

so ist die Kullback Leibler Distanz unendlich grof, unabhéangig von der Wahrschein-
lichkeitsdichteverteilung im Rest des Wahrscheinlichkeitsraumes. Dadurch wird eine
Interpretation des Ergebnisses unmoglich. Deshalb muf bei der Berechnung der Kull-
back Leibler Distanz

gx(z) >0 Vz (2.29)

gefordert werden. Auf die Konsequenzen dieser Bedingung wird im Kapitel 3.2.3 bei
der Diskussion des Algorithmus n&her eingegangen.

2.3.2 Transinformation

Die Transinformation ist ein Spezialfall der Kullback Leibler Distanz. Gegeben sind
zwei Zufallsvariablen X und Y sowie deren Verbundwahrscheinlichkeitsdichte px y (z,y)
und die beiden Randverteilungen px(z) und py(y). Die Transinformation 7(X;Y") 1aBt
sich dann aus

v) = % %px,y(w,y)log% (2:30)
= D(pxy(z,y) | px(z)py (y)) (2.31)
Ep(X’y) log % (232)

berechnen. Die Transinformation ist daher aus der Kullback Leibler Distanz ableitbar.
Sie gibt Auskunft dariiber, wieviel Information iiber px(z) in py (y) enthalten ist. Iin
Gegensatz zur Kullback Leibler Distanz gilt

I(X;Y) = I(Y; X), (2.33)

die Transinformation ist kommutativ beziiglich X und Y.
Zwischen der Transinformation /(X;Y') und den Entropien H(X) und H(Y) gelten

folgende Zusammenhange:

I(X;Y) = H(X) — H(X|Y) (2.34)
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und daher auf Grund der Symmetriebedingungen auch

I[(X:Y)=H(Y)- H(Y

X). (2.35)

Weiters gilt
I(X;Y)=H(X)+ HY)—- H(X,Y) (2.36)

und

I(X; X) = H(X). (2.37)

Die letzte Gleichung besagt, dal die Information einer Zufallsvariablen tiber sich selbst
identisch mit der Entropie dieser Zufallsvariablen ist.

Die Gleichung (2.34) ist wichtig, wenn die Transinformation von kontinuierlichen
Zufallsvariablen berechnet werden soll. Setzt man in

I(X;Y)=h(X)—h(X]Y) (2.38)
fir die beiden Entropien (2.20) ein, so erhdlt man
I(X;Y)=H(X)+logA; — H(X|Y) — log A,. (2.39)

Unter der Bedingung, daB A; = A, fithrt (2.39) wieder auf (2.34) zuriick. Es 148t sich
die Transinformation kontinuierlicher Zufallsvariablen tiber die quantisierten Wahr-
scheinlichkeitsdichteverteilungen berechnen. Die Voraussetzung dafiir ist, da die Quan-
tisierungsintervalle geeignet gewahlt werden.

2.3.3 Erweiterung auf vektorwertige Zufallsvariablen

Nachdem bereits Verbundwahrscheinlichkeitsdichten fiir vektorwertige Zufallsvariablen
definiert wurden, ist die Erweiterung der Begriffe Transinformation und Kullback Leib-
ler Distanz fir solche Groflen nicht mehr schwierig. Die Transinformation I(X;Y) lafit
sich als

Z Z (%, Un) log ————=~ (xmyn) (2.40)

FEX JEY P(En)pP(Yn)
anschreiben, fiir die Kullback Leibler Distanz ergibt sich

D@ @)= )_ p(#a)log plE,) (2.41)

Fex q(7n)



Kapitel 3

Berechnungsverfahren fiir

Transinformation und Kullback
Leibler Distanz

Um die Transinformation oder die Kullback Leibler Distanz einer Zeitreihe zu berech-
nen, mufl die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion bestimmt werden, die durch Abbildung
der Mefpunkte im Phasenraum entsteht. Die wesentliche Aufgabe der Algorithmen be-
steht daher darin, aus den einzelnen, zeitlich aufeinanderfolgenden Abtastwerten eine
Schatzung fir die Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung der Mepunkte im Phasenraum
durchzufithren. Fiir dieses Problem kommen mehrere Verfahren in Frage, namlich das
Histogramm, sowohl mit fester als auch mit variabler Klassengrofle, sowie die Kern-

dichte Schatzung.

3.1 Histogramm—Methode

Die bekannteste und &lteste Methode zum Schitzen von Wahrscheinlichkeitsdichten
ist die sogenannte Histogrammethode, die Ende des 19. Jahrhunderts von Pearson
entwickelt wurde [12].

3.1.1 Prinzip

Um ein Histogramm zu erzeugen, wird nach der folgenden Methode vorgegangen:

Zunachst werden N gleich grofie disjunkte Intervalle gebildet, die in ihrer Gesamt-
heit den Wertebereich der Eingangsdaten vollstandig abdecken. Die einzelnen Daten-
punkte werden auf Grund ihres Wertes einem dieser Intervalle zugeordnet. Anschliefend
wird gezahlt, wieviele Punkte in jedem Intervall enthalten sind. Die Anzahl der Punkte
(sie wird auch absolute Hdufigkeit genannt) wird nun durch die Gesamtzahl der Da-
tenpunkte dividiert. Man erhalt so die relative Haufigkeit als diskrete Wahrscheinlich-
keitsverteilung. Diese kann als geschiatzte Funktion der kontinuierlichen Wahrschein-
lichkeitsdichtefunktion verwendet werden.

18
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3.1.2 'Wahl der Intervallgrofle

Fiir das Schitzen der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion spielt die Wahl der Intervall-
groBe eine zentrale Rolle. Betrachten wir als Beispiel eine Sinusschwingung z(t), der
gleichverteiltes Rauschen n(t) mit einem Signal-Rausch-Abstand von 42 dB additiv
tiberlagert ist, wobei der Signal-Rausch-Abstand als

[ 2?px(x)dx
[ n?pn(n)dn

SNR = (3.1)

definiert ist.
Die Amplitudendichteverteilung der Sinusfunktion ist

O r— (3.2)
sin\L) = — 5 .
P T/1 — 22

das Rauschen wird durch die Rechteckfunktion

1

pnoise(-I) - { b_a

b<z<a

sonst (3.3)
beschrieben. Die Grenzen a und b sind so gewéhlt, dafl der gewiinschte Signal-Rausch
Abstand von 42 dB erreicht wird.

Aus dem unverrauschten Signal s,.4,(t) wird durch Uberlagerung mit dem Rausch-
signal n(f) das Summensignal s(t) = s,.44(1) + n(t) gebildet Um die Verteilungsdichte
dieses Summensignals zu erhalten, muf} die Faltung der beiden Verteilungsdichtefunk-
tionen gebildet werden,

PE) = pane) (0 (3.4
= ./—co psin(7-> ' pnoz'w(-f — 7') dr. (35)

Man erhéalt nach kurzer Zwischenrechnung

0 : z<—-1- b;“
W(bl_a) (arcqm (T + b—a) + % —1 + b_T“
plz) = ﬁ (arcsin ( ) —arcsin (z — ) -1+ b;“ T b;‘l
i (5 - o 42}
0 : 1+22<u.
(3.6)

Diese Funktion wird in Abbildung 3.1 dargestellt.

Betrachten wir zum Schétzen der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion eine Stichprobe
von 800 Abtastwerten und erzeugen ein Histogramm mit 10 Klassen. Es ergibt sich eine
Darstellung wie in Bild 3.2.

Durch die geringe Anzahl an Intervallen ist es unmoglich, den exakten Verlauf der
Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung zu erfassen. Lokale Schwankungen, die kleiner sind
als die Intervallbreite, werden auf Grund der breiten Intervalle nicht aufgel6st.
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Abbildung 3.1: Mathematisch berechnete Amplitudendichte einer Sinusfunktion mit
additivem Rauschen
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Abbildung 3.2: Histogramm mit 10 Intervallen
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Abbildung 3.3: Histogramm mit 500 Intervallen
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Um eine Abschatzung fir die Giite der Schatzung zu erhalten, verwenden wir den
absoluten quadratischen Fehler ¢2, der als

= [ ()= pa)? da (3.7)

definiert ist. Mit p(z) wird der Schitzwert der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion an
der Stelle z bezeichnet, p(z) steht fiir den entsprechenden analytischen Wert.

Fir das Histogramm mit 10 Klassen betragt der quadratische Fehler nach (3.7)
2 =137-107°.

Erh6ht man bei der Erstellung des Histogrammes die Anzahl der Intervalle auf 500,
so erhdlt man ein Resultat, wie es in Bild 3.3 dargestellt ist. In der Abbildung kénnen
wir nun zwar lokale UnregelméBigkeiten der Wahrscheinlichkeitsdichte erkennen, al-
lerdings handelt es sich dabei um einen Verlauf, der durch die willkiirliche Lage der
Intervallgrenzen und die zuféllige Phasenlage der Sinusfunktion erzeugt wurde. Weiters
stellt man fest, da} viele Intervalle nur noch einen oder zwei Datenpunkte enthalten,
somit ist auch die vertikale Auflosung entsprechend gering: es kommt zu einer Quan-
tisierung mit unzureichender Menge an Datenpunkten. Der quadratische Fehler nach
(3.7) betrégt fiir dieses Histogramm ¢* = 609 - 1075.

Bei einer Anzahl von 35 dquidistanten Teilbereichen ergibt sich fiir unser Beispiel
ein Histogramm, das die zu schitzende Wahrscheinlichkeitsdichte sehr gut wiedergibt
(Bild 3.4). Der quadratische Fehler ist in diesem Fall ¢* = 52 - 1073, also deutlich
geringer als in den beiden vorangegangenen Beispielen.

Die Problematik bei der Wahl der Intervallgrofle ist, dal man die Struktur der Wahr-
scheinlichkeitsdichte kennen miifite, um die Anzahl an Intervallen festlegen zu konnen.
Es sind also gewisse Kenntnisse iiber die gesuchte Grofle notwendig, um Histogramme
verwenden zu konnen.
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T g,

Abbildung 3.4: Histogramm mit 35 Intervallen

Es gibt einige allgemeine Richtlinien zur Erstellung von Histogrammen [12], es soll
hier nur die Regel von Sturges erwdhnt werden, die bei N Datenpunkten

k=1+log, N (3.8)

Intervalle empfiehlt. Die Grenzen solcher generellen Empfehlungen zeigen sich bereits
am bisher betrachteten Beispiel der verrauschten Sinusschwingung. Nach der Regel von
Sturges wiirden etwa 10 Intervalle fiir eine Beschreibung ausreichen. Durch die Fehler-
abschdtzung wurde aber gezeigt, dafl die dreifache Anzahl an Intervallen ein wesentlich
exakteres Ergebnis bringt. Die Begriindung fiir diese Abweichung liegt darin, dafl die
zu schitzende Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion keine Ahnlichkeit mit der Binomial-
verteilung aufweist, aus der die angefithrte Regel abgeleitet wurde.

Wie gezeigt wurde, mufl die IntervallgroBe in Abhédngigkeit von der Anzahl der
Datenpunkte gewahlt werden. Befinden sich die Daten auf wenigen lokal begrenzten
Bereichen des untersuchten Raumes, wihrend andere Teile nur sehr wenige Werte ent-
halten, so ist es nicht mehr moglich, geeignete dquidistante Intervalle zu wéhlen. Der
Grund dafiir ist, dafl sie zu klein fiir die schwach besetzten Teile des Raumes sind, falls
die Teilungen auf die dicht gefiillten Bereiche abgestimmt sind. Pafit man die Intervall-
groBen an die Bereiche mit geringer Wahrscheinlichkeitsdichte an, so sind sie fiir die
dicht besetzten Bereiche zu grob gewéhlt.

Dieser unregelmaBige Verlauf der Wahrscheinlichkeitsdichte tritt mit steigender Di-
mension oder abnehmender Anzahl an Datenpunkten starker in Erscheinung.

Bei Histogrammen im n—mensionalen Raum muf} jede Koordinate entsprechend der
IntervallgroBe geteilt werden. Es ergeben sich daher bei K Unterteilungen in n Dimen-
sionen K™ Intervalle. Die Anzahl der Intervalle (und bei einer numerischen Auswertung
somit auch die Rechenzeit) steigt dadurch exponentiell mit der Anzahl der Dimensio-
nen.
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Auf Grund dieser Nachteile kann das Histogramm nicht fiir die gegebenen Problem-
stellungen verwendet werden. Es wurde daher auf eine Implementierung verzichtet.

Um die angefithrten Schwierigkeiten zu vermeiden, bieten sich zwei weitere Me-
thoden zur Schiatzung der Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung an, das adaptive Histo-
gramm und die Kerndichte Schdtzunyg.

3.2 Adaptive Histogramm—-Methode

3.2.1 Schitzung der Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung
3.2.1.1 Prinzip

Beim adaptiven Histogramm handelt es sich um eine Verbesserung der Methode, wie
sie im Abschnitt 3.1 besprochen wurde. Als einer der wesentlichen Nachteile des Hi-
stogramms wurde dort die feste, im vorhinein bestimmte Intervallgrofie erkannt. Ein
adaptives Histogramm dagegen ist ein Histogramm, dessen einzelne Intervalle nicht die
gleiche Grofe besitzen.

Man kann eine Verbesserung der Schatzgenauigkeit erzielen, indem man die In-
tervallbreiten lokal an die Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung anpafit. Um solch ein
Histogramm zu erzeugen, gibt es zwei unterschiedliche Losungsansatze:

e Man erzeugt zunidchst ein Histogramm, wie es in Kapitel 3.1 beschrieben wurde.
Dabei wahlt man die Intervalle so eng, dafl in den Bereichen mit hoher Wahr-
scheinlichkeitsdichte eine gute Anpassung an die Datenstruktur erreicht wird.

In den Bereichen, die vorwiegend leere Intervalle enthalten, legt man nun zwei
oder mehrere benachbarte Intervalle zu einem grofleren Intervall zusammen. Fiir
die Anzahl der Intervalle, die zusammengelegt werden gelten dabei dieselben
Kriterien, die fiir die Intervallgéfle in Kapitel 3.1.2 diskutiert wurden.

Das resultierende adaptive Histogramm besteht aus Intervallen, die alle die glei-
che Wahrscheinlichkeit besitzen, aber unterschiedliche Breite aufweisen. Die re-
sultierende Wahrscheinlichkeitsdichte kann durch Division der Wahrscheinlichkeit
durch die Intervallbreite errechnet werden.

e Um nicht zuerst ein Histogramm mit fester IntervallgroBe erzeugen zu miissen, das
zu einem adaptiven Histogramm umgewandelt wird, gehen wir in dieser Arbeit
einen anderen Weg.

Zunéchst werden besonders breite Intervalle gewahlt, meist fiir jede Koordinate
eine oder gar keine Unterteilung. Wir betrachten ein einzelnes Intervall und unter-
suchen, ob darin Gleichverteilung vorliegt, oder ob die Wahrscheinlichkeitsdichte
noch Strukturen aufweist. Fiir diese Priiffung muf ein geeignetes Kriterium zur
Verfiigung gestellt werden; auf diese Frage wird in Kapitel 3.2.1.3 eingegangen.

Liegt Gleichverteilung vor, so ist eine weitere Unterteilung nicht notig (der Beweis
dafiir wird im folgenden Kapitel gefithrt). Existieren noch Feinstrukturen, so teilt
man das Intervall in (im Prinzip beliebige) kleinere Intervalle auf und wiederholt
den Test auf Gleichverteilung fiir jedes Teilgebiet.
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3.2.1.2 Bestimmung der Intervallegrofie

Nachdem das Histogramm mit fester Intervallgrofie ein Spezialfall des adaptiven Hi-
stogramms ist, findet man zu jedem Histogramm ein adaptives Histogramm, das zu-
mindest gleich gut fiir eine bestimmte Aufgabe geeignet ist. Allerdings gibt es kein
Optimalitatskriterium, mit dem adaptive Histogramme erzeugt werden konnen.

Im eindimensionalen Fall erweist es sich nach [12], Seite 71, als giinstig, die Intervall-
grofe indirekt proportional zur Wahrscheinlichkeitsdichte festzulegen. Das fithrt dazu,
daBl in jedem Intervall anndhernd gleich viele Datenpunkte enthalten sind. Dadurch
wird eine Anpassung an lokale Datenstrukturen gewéhrleistet.

Da es im n—dimensionalen Raum nicht mehr méglich ist, disjunkte Hyperkuben so
zu wahlen, daf} alle gleich viele Datenpunkte enthalten, ist dieses Kriterium fiir unsere
Anwendung nicht geeignet. Es wird daher das im vorigen Abschnitt beschriebene Ver-
fahren eingesetzt, bei dem versucht wird, die Intervalle so zu wahlen, daf} innerhalb
stets eine Gleichverteilung vorliegt. Die IntervallgroBe steht dabei in keinem Zusam-
menhang mit der Anzahl der enthaltenen Datenpunkte.

Bisher haben wir stillschweigend angenommen, dafl Intervalle, in denen die zu
schdtzende Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion konstant ist, fiir unsere Berechnungen
geeignet sind. Im folgenden wird diese Annahme bewiesen.

Postulieren wir zu diesem Zweck: ein Element ;@: des Verbundwahrscheinlichkeits-
raumes X' Y ist dann optimal gewahlt, wenn die Wahrscheinlichkeitsdichte im gesamten
Intervall konstant p(Z,y) ist. Berechnen wir nun den Beitrag ;(X;Y) des Intervalles
5@2 aus XY zur Transinformation I(X;Y). Wir teilen Z; in L und y; in M beliebige
Unterbereiche auf und erhalten so K = LM Unterbereiche im Raum der Verbundwahr-
scheinlichkeitsdichte. Dabei konnen jedem Bereich }_y>lm genau definierte Intervalle Z;
und 7, fiir die Berechnung der Randverteilungen zugeordnet werden. Wir berechnen
nun fiir jeden Unterbereich @lm den Beitrag I;, (X;Y) zur Transinformation. Dabei
werden mit #; und Z;, immer die Werte der Randverteilungen bezeichnet, die dem
Laufindex der Verbundwahrscheinlichkeit zuzuordnen sind.

Da die Wahrscheinlichkeitsdichten in #; und ¢; sowie die Verbundwahrscheinlich-
keitsdichte p(Z;, ¢;) konstant sind, gilt:

=) gy (3.9)
by = PIin) << g (3.10)
P( 7:)
und
e = P din) g (3.11)

wobei ¢, den Anteil des Unterbereiches Im am Hypervolumen des Bereiches ¢
angibt, fir a; und b, gilt dies sinngemafB. Auflerdem gilt die Beziehung

Clm = a/lbm- (3]2)
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Die Transinformation fiir den Unterbereich Im kann daher mit
L, (X;Y) = pl@,, v, )log ————=—~ 3.13
clmp(fia gl)

= Cmp(Ti,yi)log ————— 3.14
R TEA s 1
= CimP\Tiy Y lo VSN 3.15
imp 581 ® (@) p(7) (3.15)
geschrieben werden. Die Summe iiber alle Unterbereiche ergibt den Ausdruck

L(X;Y) = pls, ) log 272 0) § (3.16)

i\ = P\Ti, Yi) 108 —————~ Cim - .

P(E)P(G:) 1

Da die Summe der Unterraume den urspriinglichen Bereich ergibt, gilt auflerdem

K

Im=1
und daher auch

K
Im=1
Damit reduziert sich [;(X;Y') auf den i—ten Summanden in (2.30). Der Beitrag eines
Bereiches zur Transinformation ist demnach unabhéngig von einer weiteren Untertei-
lung, wenn Gleichverteilung vorliegt.

Daraus folgt: Fin Ausschnitt aus dem als Wahrscheinlichkeitsraum aufgefafiten Pha-
senraum ist dann als Unterbereich fiir die Berechnung der Transinformation geeignet,
wenn in seinem Inneren alle Verteilungsfunktionen konstant sind.

Diese Richtlinie schreibt vor, wie weit der Phasenraum unterteilt werden muf}, um
eine genaue Berechnung zu ermdoglichen. Es wird allerdings noch keine konkrete Regel
angegeben, auf welche Art diese Unterteilungen durchzufithren sind. Im Prinzip kann
ein Intervall in eine beliebige Anzahl an Subintervallen unterteilt werden. Die Subinter-
valle diirfen dabei jede beliebige Form besitzen. Die Wahl eines bestimmten Verfahrens
wird erst bei der Implementation des Algorithmus getroffen.

3.2.1.3 Das y’*Kriterium

Um feststellen zu konnen, ob im betrachteten Abschnitt des Phasenraumes Gleichver-
teilung vorliegt, wird ein geeignetes Vergleichskriterium benétigt. Da, bedingt durch
die endliche Anzahl an Datenpunkten, statistische Schwankungen in der Wahrschein-
lichkeitsdichteverteilung auftreten, mufl eine Toleranzschwelle verwendet werden, die
bestimmt, wann eine gegebene Verteilung als gleichverteilt betrachtet wird und ab
wann Feinstrukturen in der zu schiatzenden Funktion vermutet werden.

Da die Verwendbarkeit des Algorithmus in hohem Ausmaf von der geeigneten Wahl
des Abbruchkriteriums abhiangt, kommt diesem eine entsprechend hohe Bedeutung zu.
Einerseits darf moglichst keine existierende Unterstruktur tibersehen werden, da sonst
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Information verloren ginge. Andererseits darf nicht der Fehler gemacht werden, Struk-
turen, die auf den Abtastzeitpunkt zuriickzufithren sind, als wesentlich zu interpretie-
ren, da sonst der Informationsgehalt iberschéatzt wiirde. Besonders der zweite Fall tritt
bei hoherdimensionalen Berechnungen starker auf, da dann selbst groe Punktemengen
(mehrere 10° Punkte) nicht mehr ausreichen, den Raum geniigend dicht auszufiillen.
Die weit voneinander entfernten Datenpunkte werden dann als jeweils einzelne Unter-
struktur interpretiert, was natiirlich nicht in Ubereinstimmung mit dem zugrundelie-
genden System steht. Bei diesem Effekt handelt es sich allerdings nicht um ein Problem,
das speziell diesen Algorithmus betrifft, sondern um eine generelle Schwierigkeit, die
auftritt, sobald man héherdimensionale Rdume verwendet.

Um feststellen zu konnen, ob eine Datenmenge nach einer bestimmten Wahrschein-
lichkeitsdichte verteilt ist, gibt es in der Statistik mehrere Verfahren. Das bekannte-
ste davon, das y*-Kriterium hat bereits A. Fraser als Abbruchkriterium fiir seinen
Algorithmus mit Erfolg verwendet [7]. Beim y?-Kriterium wird der Wahrscheinlich-
keitsraum in Abschnitte unterteilt. Die Wahrscheinlichkeit dieser Abschnitte wird mit
der erwarteten Wahrscheinlichkeit verglichen. Die ermittelte Abweichung wird mit der
x*Verteilung verglichen (aus diesem Grund wird das Kriterium auch y*-Kriterium
genannt). Die sogenannte Nullhypothese, gibt an, ob die zu schatzende Wahrscheinlich-
keitsdichteverteilung hinreichend gut mit den erwarteten Werten iibereinstimmt. Um
diese Entscheidung treffen zu konnen, mufl zunéchst ein Konfidenzniveau festgelegt
werden, das angibt, wie genau die Ubereinstimmung sein muf. Das Konfidenzniveau
kann aus Tabellen entnommen werden (z.B. [8] oder [10]).

Die algorithmische Umsetzung des x*-Kriteriums wird folgendermafien vorgenom-
men:

e Zunichst wird der Hyperwiirfel in 2 Unterklassen aufgeteilt (n ist die Anzahl
der verwendeten Dimensionen).

e Es wird nun untersucht, zu welchem Subwiirfel jeder Datenpunkt zuzuordnen ist.
Dabei wird mitgezahlt, welcher Subwiirfel wieviele Datenpunkte enthélt.

e Nun erfolgt die Berechnung von

2" 2
9 (Nz —Npi>
=) 3.19

wobei

— N die Anzahl der Punkte im iibergeordneten Hypervolumen,
- pi = 2% die Soll-Wahrscheinlichkeit fiir eine Gleichverteilung und
— N; die Anzahl der Punkte in den jeweiligen Unterklassen ist.
¢ Da der x* Test fiir groBe Datenmengen gedacht ist (N > 30) und bei den vor-

liegenden Datenstrukturen typisch Werte von etwa N = 10 auftreten, ist es not-
wendig, eine entsprechende Anpassung vorzunehmen. Als glinstig hat sich dabei
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erwiesen, ftir die Korrektur die Varianz

Ca

8 (3.20)

of =

der entsprechenden Multinomialverteilung zu wahlen. Der Vergleich erfolgt daher
mit der Grofle of x°.

¢ Das Resultat ofx? wird mit dem Konfidenzniveau verglichen. Falls es dieses tiber-
schreitet, so wird eine Unterstruktur im betroffenen Hypervolumen angenommen,
andernfalls liegt eine Gleichverteilung vor.

Als Konfidenzniveau hat A. Fraser 20% vorgeschlagen. Die Bedingung, die erfiillt

sein muf, damit eine Gleichverteilung postuliert wird, lautet daher

X oy < Xaow: (3.21)

Bei der Untersuchung hoherdimensionaler Verteilungen wurden die Konfidenzni-
veaus allerdings experimentell angepafit, da, wie sich bereits bei [2] herausstellte,
bei Dimensionen n > 3 andere Niveaus geeigneter sind, um kleinere Datenmengen
zu qualifizieren.

In der Abbildung 3.5 wird ein Beispiel fiir die rekursive Anwendung des y* Krite-
riums auf eine zweidimensionale Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung gezeigt. Das erste
Teilbild stellt die Verteilung der Datenpunkte im untersuchten Abschnitt dar. Nach der
ersten Teilung in 22 = 4 Unterbereiche ergibt sich eine Aufteilung der Datenpunkte auf
die Intervalle, wie sie im zweiten Teilbild dargestellt wird. Man erkennt sofort, daf in
den einzelnen Bereichen unterschiedlich viele Datenpunkte enthalten sind, es liegt also
noch keine Gleichverteilung vor. Daher wird derselbe Test rekursiv fiir jedes der vier
Intervalle durchgefiihrt.

Nach Abschluf} der rekursiven Prozedur ergibt sich fiir den betrachteten Abschnitt
eine Aufteilung wie im letzten Teilbild von Abbildung 3.5. In jedem der Teilintervalle
liegt nun Gleichverteilung vor (diese Tatsache kann durch erneute Unterteilung jedes
Intervalles leicht gepriift werden).

Obwohl dieses Kriterium zundchst sehr grob erscheint, liefert es doch bemerkens-
wert exakte Ergebnisse. Eine weitere Verbesserung kann man dadurch erreichen, dafl
die Unterklassen noch einmal unterteilt werden. Nun wird wiederum das y?-Kriterium
anwendet. Erst wenn alle 27 4+ 1 Tests auf eine Gleichverteilung hinweisen, wird die
Unterteilung dann auch tatsachlich abgebrochen. Es hat sich aber in praktischen Ver-
suchen in [1] gezeigt, daB durch dieses Hinzufiigen einer weiteren Uberpriifung kaum
bessere Ergebnisse erreicht werden kénnen, es wird daher in der Implementierung kein
zweiter Test mehr durchgefiihrt.

Lediglich bei der ersten Unterteilung (hier wird der gesamte Wahrscheinlichkeits-
raum betrachtet) wird eine Ausnahme gemacht. Es wird auf jeden Fall in die Rekursion
verzweigt, unabhingig, ob das y* Kriterium erfiillt ist oder nicht. Das ist wie folgt
zu begrinden: Da die Fingangsdaten oft mittelwertfrei vorliegen, kann es sehr leicht
vorkommen, dafl bereits nach der ersten Untersuchung in allen Hyperkuben jeweils
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Abbildung 3.5: Ablauf des y*-Tests

Endergebnis
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anndhernd gleich viele Punkte enthalten sind. In diesem Fall wiirde das y?-Kriterium
fiir einen Abbruch der Rekursion sprechen, die resultierende Transinformation ware 0.
Deshalb wird beim ersten Durchlauf auf jeden Fall unterteilt.

Ein weiterer Sonderfall sind Punkte, die sehr eng beieinander liegen (oder im Ex-
tremfall sogar gleich sind), wihrend die weitere Umgebung nur spérlich besetzt ist.
Sind in einem Intervall ausschlieBlich Punkte enthalten, auf die diese Beschreibung zu-
trifft, so werden alle der selben Unterklasse zugeordnet. Das Programm wird daher eine
Unterstruktur annehmen, 2" neue Unterklassen generieren und den Test wiederholen.
Durch die rdumliche Nahe der Punkte kann es zu beliebig vielen Iterationen kommen,
bis die Abbruchbedingung erfiillt ist. Dadurch treten numerische Probleme auf.

Daher ist als Sicherheitsmafinahme im Programm ein Kriterium vorgesehen, das
priift, ob alle vorhandenen Punkte in eine e-Umgebung passen. Ist dies der Fall, so wer-
den keine neuen Unterklassen erzeugt, sondern die Unterteilung wird beendet, genauso
als ob eine Gleichverteilung erkannt worden wéare. Begriindet kann diese Mafinahme
damit werden, dafl bei Trajektorien im Phasenraum Singularitdten auftreten kénnen.
Dabei handelt es sich um Artefakte, die durch die Abtastung (zum Beispiel durch ei-
ne kommensurable Abtastung einer periodischen Schwingung) entstanden sind. Diese
Strukturen sind daher firr die Berechnung nicht mafigeblich.

Durch diese MaBinahme wird die Rekursion auch in jenen Klassen beendet, in denen
nur ein einziger Datenpunkt enthalten ist.

Bei experimentellen Untersuchungen hat sich ergeben, daBl eine geeignete Wahl fiir
w5 der Klassengrofie liegt. Bei groBeren Werten kann
es passieren, da} vorhandene Strukturen der Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung igno-
riert werden. Wird e deutlich kleiner gewdhlt, so wird die Rekursion bei singularen
Verteilungsdichten nicht mehr rechtzeitig abgebrochen.

Zusammengefafit haben adaptive Histogramme folgende Eigenschaften:

¢ in der GroBenordnung von

e Es wird eine Anpassung der Intervallgrofle an die lokale Datenstruktur erreicht.

o Es ist kein Parameter zur Steuerung notwendig. Daher wird beim adaptiven Hi-
stogramm kein Vorwissen tiber die zu analysierenden Daten verlangt.

e In Raumen mit hoher Dimension treten sehr oft grofle Gebiete auf, die tber-
haupt keine Datenpunkte enthalten. Wahrend beim Histogramm mit fester In-
tervallgrofle daher zahlreiche leere Intervalle auftreten, die beim Berechnen keinen
Beitrag zum Ergebnis liefern, faBt das adaptive Histogramm diese Intervalle zu
groBen Clustern zusammen. Fiir das groflere Intervall ist nur eine Berechnung
erforderlich. Auf diese Weise kann tiberfliissige Rechenzeit vermieden werden.

Im folgenden wird daher die algorithmische Umsetzung diskutiert und eine Analyse
der Ergebnisse vorgenommen.

3.2.1.4 Ergebnisse

Um einen Vergleich mit einem Histogramm mit fester Klassengréfie zu ermdoglichen,
werden die Schitzwerte fiir die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion, die an sich nur in-
nerhalb des Programmes verwendet werden, ausgewertet. Als Testsignal wird wieder
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p(x)

Abbildung 3.6: Adaptives Histogram

die mit 42 dB Signal-Rausch Abstand verrauschte Sinusschwingung verwendet. Das
Ergebnis dieser Berechnung ist in Abbildung 3.6 dargestellt. Man erkennt deutlich die
unterschiedlichen Intervallgréfien in Bereichen mit flachem bzw. steilem Verlauf der
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion. Eine Berechnung des quadratischen Fehlers €* nach
(3.7) ergibt €* = 14-107°. Das bedeutet eine Verbesserung gegeniiber dem Histogramm
mit fester Klassengrofe um iiber 73%. Fiir die Erzeugung des adaptiven Histogramms
sind auflerdem keine Vorkenntnisse iiber die zu schatzende Funktion nétig.

3.2.2 Berechnung der Transinformation

Es wurde in den vorigen Abschnitten gezeigt, daBl ein Algorithmus zur Berechnung
der Transinformation zunachst Abschnitte im Phasenraum finden muf}, in denen die
Wahrscheinlichkeitsdichte konstant ist. Bei der Umsetzung dieses theoretischen Ergeb-
nisses in ein konkretes Programm stellt sich die Frage, wie man die geforderten Inter-
valle erhilt. Strenggenommen miifite die Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung bereits
bekannt sein, um Abschnitte mit konstanten Funktionswerten wéahlen zu koénnen.

Als Losung bietet sich eine rekursive Struktur an, die ausschlieflich kubische Un-
terklassen verwendet. Dabei wird der Signalraum in Richtung jeder Koordinate in zwei
gleich grofle Abschnitte geteilt. Man erhilt auf diese Weise 2" Unterklassen, die alle
raumlich disjunkt und gleich grof} sind. Beobachtet man in einer der Klassen Gleichver-
teilung, so kann man, wie bereits gezeigt worden ist, das Teilergebnis berechnen. Sind
hingegen noch Unterstrukturen vorhanden, so wissen wir, dafl die Intervalle nicht opti-
mal gewéhlt sind. In diesem Fall wird die Klasse erneut in 2" Unterklassen aufgeteilt,
die jede fiir sich auf Gleichverteilung hin untersucht werden.

Eine der Einschrankungen, die mit diesem Algorithmus verbunden sind, ist die Fest-
legung auf orthogonale Hyperwiirfel, deren Seitenlange nur jeweils um einen Faktor 2
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variieren kann. Diese Limitierung spielt bei der Transinformation keine Rolle. Falls ein
gleichverteilter Bereich existiert, der durch einen Hyperwiirfel nicht abgedeckt werden
kann, so wird so weit unterteilt, daf§ sich der Bereich aus mehreren Wiirfeln zusam-
mensetzt. Fur das Ergebnis der Transinformation ist diese Unterteilung belanglos.

Es miissen gleichzeitig mit der Verbundwahrscheinlichkeit auch Unterteilungen fir
die beiden Randwahrscheinlichkeiten berechnet werden, wobei darauf zu achten ist,
daB jedem Bereich der Verbundwahrscheinlichkeit eindeutig ein zugehériger Bereich in
jeder der beiden Randwahrscheinlichkeiten zuzuordnen sein mufl. Alleine diese Tatsache
erzwingt disjunkte Hyperkuben, da es sonst zu Uberlappungen in den Randverteilungen
kdme, was numerisch kaum zu bewéltigen wire.

Eine Ubersicht iiber den Ablauf der Berechnung geben die Bilder 3.7 und 3.8. In
den folgenden Absdtzen sind die einzelnen Schritte im Detail erklart.

Zunéchst werden die Vektoren # nach (2.1) aus den zeit- und wertdiskret vorlie-
genden Eingangswerten gebildet und in einer einfach verketteten Liste abgespeichert.
Dabei wird der Wertebereich der Vektoren bestimmt. Die ermittelten Begrenzungen
werden verwendet, um die Ausmafle des ersten Hyperkubus festzulegen.

Nun wird die Verteilung von # bestimmt. Als erstes Intervall wird der gesamte
Wertebereich der Eingangsdaten verwendet. Jede Koordinate dieses Intervalles ¥; wird
in zwei gleich grofle Bereiche unterteilt. Man erhalt dadurch im n—dimensionalen Raum
2" kleinere Hyperkuben, die das urspriingliche Intervall vollkommen ausfiillen. Die
Vektoren werden nun entsprechend ihrer Lage auf die kleineren Hyperkuben aufgeteilt.
Mit Hilfe des x*~Kriteriums wird festgestellt, ob in #; Gleichverteilung vorliegt, oder ob
noch Strukturen in der Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung vorhanden sind. An dieser
Stelle erfolgt eine Fallunterscheidung:

e Wird Gleichverteilung erkannt, so wird der Wert der Verteilung p(;) gespeichert.
Dieser kann mit

p(;) = % (3.22)

ermittelt werden. N; ist die Anzahl der im Intervall 7 enthaltenen Vektoren, N
die Gesamtzahl aller Vektoren.

e Wird eine Struktur in der Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung erkannt, so wird
der Algorithmus fiir jeden der 2" kleineren Hyperkuben rekursiv aufgerufen. Da-
mit die Randverteilung in der Berechnung der Transinformation verwendet wer-
den kann, wird jedes dieser Intervalle eindeutig gekennzeichnet.

Die Schitzung der Wahrscheinlichkeitsdichte von ¢ erfolgt nach demselben Prinzip.
Auch bei der Verbundwahrscheinlichkeitsdichte wird dasselbe Verfahren angewandt.
Lediglich nach dem y?-Test ergeben sich dort die folgenden Anderungen:

o Liegt Gleichverteilung vor, so wird der Beitrag des Intervalles zur Transinforma-
tion aus

(X33 Vi) = p(@5, 4;) log ——~—=~ p( Y Z) (3.23)
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Abbildung 3.7: Ablaufdiagramm zur Berechnung der Transinformation
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Abbildung 3.8: Ablaufdiagramm zur Ermittlung der Randverteilungen
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errechnet. Den Wert der Verbundwahrscheinlichkeitsdichte erhalt man aus

AL

p(:cz,yz) - W (3.24)
N ist die gesamte Anzahl an Datenvektoren, N; ist die Zahl derer, die innerhalb
des Intervalles ¢ liegen. Die Werte fiir die Wahrscheinlichkeiten der Randvertei-
lungen werden aus den zuvor ermittelten Wahrscheinlichkeiten p(Z;) und p(y;)
bestimmt. Die Tatsache, dal in der Rekursion die Teilungen immer in 2" Hy-
perkuben erfolgen, ermdglicht es, zu jedem Intervall der Verbundwahrscheinlich-
keitsdichte einen entsprechenden Hyperkubus in der Randverteilung zuzuordnen.

Die Bearbeitung dieses Intervalles ist damit abgeschlossen, das Ergebnis wird zum
Gesamtergebnis addiert, das heifit an die dariiberliegende Stufe der Rekursion
weitergeleitet.

e Falls man eine Struktur innerhalb des Intervalles erkennt, wird der Vorgang fiir
jeden darin enthaltenen Hyperkubus rekursiv wiederholt. Die Transinformation
I(X;;Y;) fiir das Intervall errechnet sich abschlieBend aus

I(XiYy) =D (X5 Vi), (3.25)

wobel [(X;;;Y;;) die Transinformation des j-ten Hyperkubus ist, die aus der
Rekursion erhalten wurde. Das Ergebnis wird an die aufrufende Funktion tiber-

geben.

Ist die Rekursion abgeschlossen, erhédlt man den Schatzwert fiir die Transinforma-

tion /(X;Y). Die Berechnung ist damit abgeschlossen.

3.2.3 Berechnung der Kullback Leibler Distanz

Die Berechnung der Kullback Leibler Distanz kann analog zur Berechnung der Trans-
information durchgefiithrt werden. Da zur Ermittlung der Kullback Leibler Distanz
aber die Verbundwahrscheinlichkeitsdichte nicht benétigt wird, miissen nur die zwei
Randverteilungsdichten geschétzt werden.

Eine Ubersicht iiber den Ablauf der Berechnung ist im Bild 3.9 dargestellt. In den
folgenden Absitzen werden die einzelnen Schritte im Detail erklart.

Aus den skalaren Eingangsdaten wird der Mittelwert und die mittlere Leistung der
beiden Eingangssignale errechnet. Bei der Bildung der Vektoren aus den Eingangsda-
ten werden diese auf Mittelwert g = 0 und mittlere Leistung P = 1 normiert. Dies
ist notwendig, da bei der Berechnung der Kullback Leibler Distanz nach (2.21) die
Wahrscheinlichkeitsdichte p(Z) durch ¢(#) dividiert wird. Existiert ein einziger Bereich
z; in dem p(z;) # 0 und ¢(z;) = 0 ist, so wird die Kullback Leibler Distanz

D(pllq) = oo, (3.26)

was eine Interpretation unméglich macht. Daher miissen die beiden Signale den gleichen
Wertebereich aufweisen, um ein sinnvolles Ergebnis zu liefern.
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Abbildung 3.9: Ablaufdiagramm zur Ermittlung der Kullback Leibler Distanz
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Wie bei der Berechnung der Transinformation wird der gesamte Wertebereich als
erstes Intervall verwendet. Der rekursive Algorithmus lduft folgendermafien ab:

Jede Koordinate des Intervalles #; wird in zwei gleich grofle Teile geteilt. Man
erhilt dadurch 2” kleinere Hyperkuben. Die Vektoren von p(Z;) und ¢(Z#;) werden nun
dem entsprechenden Hyperkubus zugeordnet. Nachdem diese Aufteilung beendet ist,
wird fiir p(#;) und ¢(#;) getrennt der x*~Test durchgefithrt. In Abhéngigkeit von den
Ergebnissen dieser beiden Tests wird eine der folgenden Aktionen ausgefithrt:

o Falls fiir beide Wahrscheinlichkeitsverteilungen noch Unterstrukturen vermutet
werden, wird derselbe Algorithmus rekursiv fiir jeden der 2* Unterbereiche auf-
gerufen. Das Ergebnis D (p(Z;) ||q(Z;)) fiir das Intervall ¢ wird aus den Teiler-

gebnissen der Rekursion mit

D(p(z)llq (% ZD i) llg (5)) (3.27)

=1
ermittelt. Z;; ist dabei der Hyperkubus j, der im Intervall ¢ enthalten ist.

Dieses Verfahren wird nichl angewandt, wenn einer der Unterbereiche ¢(7;;) von
q(Z;) keine Vektoren enthéalt. Da diese Wahrscheinlichkeitsdichte bei der Berech-
nung der Kullback Leibler Distanz im Nenner vorkommt, ware das Ergebnis un-
endlich grof. Um solche Singularitdten zu vermeiden, wird in so einem Fall ange-
nommen, dafl bereits in ¢(7;) Gleichverteilung vorhegt unabhéangig vom Ergebnis
des y?-Tests.

o Liegt fiir beide Verteilungen Gleichverteilung vor, so kann der Beitrag dieses
Intervalls zur Kullback Leibler Distanz mit

D0 () e (7)) = p (7. log 212 (3.28)

ermittelt werden. Die Wahrscheinlichkeiten p(#;) und ¢(Z;) errechnen sich aus

=

() = d 2
p(Zi) N, (3.29)
und N
_,. fr— qi. .

Npi und Ny; sind die Anzahl der Vektoren des Signals P bzw. ) im Intervall 7, N,
und N, stehen fiir die Anzahl der insgesamt in diesen Signalen vorhanden Vek-
toren. Das Ergebnis wird an die dariiberliegende Stufe der Rekursion tibergeben
und die Rekursion beendet.

o Liegt bei einer der beiden Eingangsgrofien Gleichverteilung vor, wahrend in der
anderen noch Strukturen vorhanden sind, so wird zundchst die Wahrscheinlich-
keitsdichte des gleichverteilten Intervalles mit der Beziehung

N..

2 31
9 (331)

q(#:) =
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‘Datenpunkte an] ‘nz?‘n:?)‘
4k || 5,01 | 6,88 | 6,57
8k || 5,04 | 6,99 | 6,71

16k || 5,02 | 7,05 | 6,93
32k | 5,04 | 7,10 | 7,05
64k || 5,00 | 7,01 | 6,99

128k || 4,90 | 6,99 | 7,07

256k || 4,94 | 6,96 | 7,08

512k || 4,93 | 6,97 | 7,08

Tabelle 3.1: Transinformation in Bit einer mit SNR = 42 dB verrauschten Sinusschwin-
gung, berechnet mit adaptiven Histogrammen

berechnet, falls es sich um das Signal Q handelt, fir das Signal P gilt die dqui-
valente Beziehung.

Nun wird, wie im ersten Punkt, der Algorithmus rekursiv aufgerufen, mit dem
Unterschied, dal nur noch fiir eines der beiden Signale eine Unterteilung mit an-
schlieBendem y-Test durchgefiihrt wird, wihrend die bereits berechnete Wahr-
scheinlichkeitsdichte nur noch als Konstante iibergeben wird.

Die Kullback Leibler Distanz dieses Intervalles wird aus den Ergebnissen der
Rekursion durch

n

D (p(#) la (7)) = 2 D (p(7i) [la (7)), (3.32)

7=1
falls p(Z;) gleichverteilt ist, andernfalls durch

on

D (p(#) llg(#:) = D (p(%) |lq (7)) (3.33)

J=1

berechnet und an die aufrufende Funktion {ibergeben.

3.2.4 Ergebnisse

Bei einer Sinusschwingung handelt es sich um ein deterministisches Signal. Ist zu einem
beliebigen Zeitpunkt der Systemzustand vollstandig bekannt, so kann der Funktions-
wert fiir alle anderen Zeitpunkte exakt berechnet werden. Bei den bisher gebrachten
Beispielen wurde jedoch ein mit 42 dB verrauschtes Sinussignal verwendet. Selbst bei
exakter Kenntnis des Systemzustandes konnen nun Funktionswerte nur noch mit einer
gewissen Unsicherheit vorhergesagt werden. Die Transinformation betragt daher 42 dB,
das sind 7 Bit.

In Tabelle 3.1 sind Ergebnisse zusammengestellt, die mit dem entwickelten Algorith-
mus fiir dieses Sinussignal erhalten werden. Bei den Berechnungen wurde die Anzahl der
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Ausgangsdaten Kerndichte Schatzung
Abbildung 3.10: Prinzip der Kerndichte Schétzung

Datenpunkte und die bei der Konstruktion des Phasenraumes verwendete Dimension
variiert. Es zeigt sich, dafl die Ergebnisse sehr knapp am theoretisch ermittelten Wert
liegen. Ausgenommen davon ist die Rekonstruktion in einer einzigen Dimension. Da in
diesem Fall keine Information iiber den zeitlichen Zusammenhang vorliegt (bei einer
Dimension wird keine Zeitverzogerung eingesetzt), kann auch keine exakte Pradikti-
on erfolgen. Die in den anderen Spalten vorhandenen kleineren Ungenauigkeiten und
Schwankungen haben folgende Ursachen:

o Die statistische Natur der Fingangsdaten. Besonders bei den Berechnungen mit
nur wenigen Datenpunkten kann das iiberlagerte Rauschen vom Algorithmus
nicht vollkommen ausgemittelt werden. Auch die Lage der Abtastzeitpunkte
spielt hier eine Rolle. Man kann in der Tabelle 3.1 erkennen, daf die Abweichung
vom exakten Ergebnis kleiner wird, je mehr Datenpunkte fiir die Berechnung
verwendet werden.

e Die Wahl des Konfidenzniveaus im y*-Test. Bei der verwendeten Schwelle von
20% ist zwar eine gute Unterscheidung zwischen gleichverteilten Bereichen und
solchen, die noch Feinstrukturen enthalten gewahrleistet, es kann aber in Ein-
zelfallen noch immer zu Fehlentscheidungen kommen. Abhilfe konnte zum Bei-
spiel durch die Wahl eines niedrigeren Konfidenzniveaus geschaffen werden, dafiir
miilte die Zahl der notwendigen Datenpunkte allerdings extrem gesteigert wer-
den, was selbst bei gleicher Genauigkeit die Rechenzeit deutlich steigern wiirde.

3.3 Berechnung durch Kerndichte Schatzer

3.3.1 Schitzung der Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung
3.3.1.1 Prinzip

Ein weiteres Verfahren zur Schétzung von unbekannten Wahrscheinlichkeitsdich-
tefunktionen ist die Kerndichte Schétzung. Bei dieser Methode wird iiber jeden Da-
tenpunkt eine Funktion (der sogenannte Kern) gelegt. Die Summe dieser Funktionen

A

bildet dann die geschitzte Wahrscheinlichkeitsdichte f(z). In Abbildung 3.10 wird das
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Prinzip dieses Vorgangs dargestellt. Mathematisch formuliert bedeutet das im eindi-
mensionalen Fall:

T — Xy
).

. 1 N
f@) = 57 LK

Dabei ist K(s) die Kernfunktion, N die Anzahl der Datenpunkte, z; sind die Ein-
gangsdaten und h ist ein Parameter, der oft als Kernbreite oder Glattungsparameter

(3.34)

bezeichnet wird. Mit & kann eingestellt werden, wie weit der Einflul eines Datenpunk-
tes reicht. Da der Beitrag eines Datenpunktes zur Wahrscheinlichkeitsdichte immer
1/N betragt, mufl das Integral iiber die Kernfunktion immer

/OO K(s)ds =1 (3.35)

— 00

ergeben, damit auch das Integral

/OO fla)de =1 (3.36)

ergibt. )
Im n-dimensionalen Raum 14Bt sich f(z) durch
F0) = g AT (22 (357
r)= ———— - 37
Nhi .. ho i |55 hj

berechnen. Es kann fiir jede Koordinate eine eigene Kernbreite gewahlt werden. Haufig
werden die Kernbreiten hy = ... = h,, = h aber identisch gewahlt. Mit z; wird die
Komponente j des Vektors Z bezeichnet, z;; bezeichnet die Komponente j des Vektors
Z;.

Je nach Wahl der Kernfunktion kann man vollig unterschiedliche Resultate bei der
geschitzten Verteilungsfunktion erreichen. Erzeugt man beispielsweise Kerne mit der
Dirac-Funktion §(z) oder der Sprungfunktion o(z) so kann man mit

K(s)=4(s), (3.38)
ein Streudiagramm’ erhalten, mit
K(s)=0(s+0.5) —o(s —0.5) (3.39)

erhilt man ein gemitteltes, verschobenes Histogramm (siehe [12]). Tatsdchlich wird
in [13] gezeigt, daB sich alle nichtparametrischen Schitzverfahren durch Kerndichte
Schatzer beschreiben lassen. Nichtparametrische Schitzverfahren sind solche, bei de-
nen das Ergebnis als diskrete Menge geschatzter Werte vorliegt, im Gegensatz zu den
parametrischen Schatzverfahren. Bei diesen wird eine analytische Schatzfunktion durch
einen oder mehrere zu wihlende Parameter an die vorliegenden Daten angepafit.

!Ein Streudiagramm erhilt man, wenn man fiir jedem Datenpunkt eine Markierung an die ent-
sprechende Stelle setzt. Streudiagramme werden besonders gern zur schnellen Beurteilung von zwei-
dimensionalen Verteilungsdichten eingesetzt.
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Abbildung 3.11: Epanechnikov Kern

3.3.1.2 Wahl der Kernfunktion

V. Epanechnikov konnte 1969 zeigen, dal im Sinne eines asymptotischen gemittelten
integrierten quadratischen Fehlers [6] die optimale Kernfunktion durch

3
K(s) = Z(] —s%), Js] <1 (3.40)
beschrieben wird (siehe auch Bild 3.11).
Es wird aber gleichzeitig gezeigt, dafl die Wahl der Kernfunktion keinen sehr grofien
Einflufl auf die Genauigkeit der resultierenden Schéatzung hat. Der Kern

K(s)=1—]s], |s|<1 (3.41)

beispielsweise verursacht zwar einen gréfleren mittleren Fehler, dafiir ist der Rechen-

aufwand geringer als beim optimalen Kern. Die in der Statistik haufig verwendete
GauBfunktion |

|s|?

K(s)= e 2 = N(0,1 3.42

(5) = = 0.1) (3.49)

weist ebenfalls einen grofleren mittleren Fehler als der Epanechnikov Kern auf, auch der

Rechenaufwand ist héher. Dafiir ist die geschatzte Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

im Gegensatz zu den bisher vorgestellten Kernfunktionen stetig differentierbar, was bei

bestimmten Anwendungen notwendig ist.

Da sich die Wahl der Kernfunktion also kaum auf das Ergebnis auswirkt, kann man
sich fiir eine Funktion entscheiden, die andere Vorziige hat als eine etwas hohere Effizi-
enz. Diese sind, wie bereits erwahnt, beispielsweise einfache Berechenbarkeit, Stetigkeit
oder Differenzierbarkeit. Je nach der Aufgabenstellung kann einer bestimmten GroBe
dabel mehr Bedeutung zugemessen werden.
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Abbildung 3.12: Epanechnikov Kern fir n = 2

Die bisher vorgestellten Schatzfunktionen haben gemeinsam, daB sie ausschlieBlich
positive Werte liefern. Bei der graphischen Darstellung von Datenmengen gibt es Fille,
bei denen man mit Funktionen héherer Ordnung, die auch negative Anteile enthalten,
gute Ergebnisse erzielen kann. Bei diesen kommt es vor allem auf eine gute Wiedergabe
des optischen Eindruckes der Verteilungsfunktion an, wobei die absolute Genauigkeit
an einzelnen Punkten nur ein zweitrangiges Kriterium ist.

Die Existenz von Kernfunktionen mit negativen Funktionswerten wird an dieser
Stelle nur erwahnt. Solche Funktionen sind unbrauchbar fiir das vorliegende Problem,
da negative Wahrscheinlichkeiten auftreten konnen.

Die bisher vorgestellten Kernfunktionen wurden alle fiir den eindimensionalen Fall
angegeben. Eine Erweiterung auf hoherdimensionale Funktionen ist unproblematisch,
es sind allerdings einige Festlegungen notig. Im Prinzip kann die Einhiillende eines
mehrdimensionalen Kerndichte Schétzers in jeder Raumrichtung einen anderen Verlauf
aufweisen. Im Rahmen dieser Arbeit beschranken wir uns auf isotrope Kernfunktionen,
da bei den vorliegenden Problemen alle Richtungen im Phasenraum gleichwertig sind.
Dadurch koénnen wir auch auf eine Notation K'(s) verzichten und weiterhin K'(s) an-
schreiben, wobei fiir das Argument der Betrag || eingesetzt wird.

Da die Kernfunktion natiirlich auch im n—dimensionalen Fall die Bedingung

]ﬁmn K(|5)ds =1 (3.43)

erfilllen muf, ist ein Vorfaktor nétig. Mathematisch korrekt miiite man deswegen
K., (|3]) schreiben, da die Skalierung der Kernfunktion von der Dimension abhangt.
Auf Grund der einfacheren Lesbarkeit wird im Weiteren angenommen, daff die Skalie-
rung der Kernfunktion jeweils der Dimension des Argumentes entspricht.
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Beispiele fiir n—dimensionale Kernfunktionen sind beispielsweise der Gaufl Kern

L 1 G
K(5) = (27]-)71/26 2 (3.44)

und der in Bild 3.12 dargestellte Epanechnikov Kern

n+2 12 . —
K(§)={6V(”) (1= 17) - < (3.45)

sonst,

wobei V(n) dem Volumen einer n—dimensionalen Hyperkugel entspricht, also
1
V(n) = §7T“/2F(n/2 +1). (3.46)

Ein wesentlicher Parameter bei der Kerndichte Schatzung ist die Kernbreite h.
Waihlt man sie zu grofBl, so werden Detailstrukturen von den Kernfunktionen iiber-
deckt. In diesem Fall geht Information verloren. Wird dagegen die Kernbreite zu schmal
gewdhlt, erhdlt man eine Schéatzung fiir die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion, in der
Detailstrukturen enthalten sind, die in der zu schatzenden Funktion nicht vorkommen.
Im Kapitel 3.3.3 wird ndher auf diese Problematik eingegangen.

Fiir die Schatzung der Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung sind die folgenden Ei-
genschaften wesentlich:

e Durch das Uberlagern von kontinuierlichen Funktionen iiber die einzelnen Da-
tenpunkte erhdlt man auch bei (im Vergleich zum Histogramm) wenigen Daten-
punkten bereits eine glatte Summenverteilung in (3.34).

o Es wird ein Parameter, namlich die Kernbreite verwendet. Da die Wahl der opti-
malen Kernbreite von der Struktur der Eingangsdaten abhédngt, werden, ahnlich
wie beim Histogramm, Vorkenntnisse iiber die zu schédtzende Funktion benétigt.

Die angefiihrten Eigenschaften lassen vermuten, dafl Kerndichte Schéatzer zwar prin-
zipiell gut fir die gegebene Problemstellung geeignet sind, jedoch eventuell bei der
praktischen Verwendung Schwierigkeiten verursachen. Im weiteren Verlauf dieser Ar-
beit werden zwei verschiedene Verfahren beschrieben, ein konventioneller Losungsan-
satz sowie ein von Matt Kennel entworfener, vereinfachter Algorithmus.

3.3.2 Berechnung der Transinformation

In die Formel (2.30) fiir die Berechnung der Transinformation wird fiir die Verbund-
wahrscheinlichkeit der aus den iiberlagerten Kernfunktionen gebildete Schéatzwert ein-
gesetzt.

Da es sich bei den Kernfunktionen um kontinuierliche Funktionen handelt, mu#,
bevor die Summe berechnet werden kann, eine Diskretisierung vorgenommen werden.
Dazu werden im Wertebereich Stiitzstellen definiert, an denen die geschatzte Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktion abgetastet wird.
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Die Summation erfolgt im gesamten Bereich, in dem die Schatzfunktion f(x) # 0
ist. Bei Kernfunktionen mit unendlicher Ausdehnung (beispielsweise dem GauBkern)
muf ein daher Schwellwert definiert werden, ab dem der Beitrag zur Transinformation
vernachldssighar ist. Kerne mit beschrankter Ausdehnung (beispielsweise der Epanech-
nikov Kern) lassen eine vollstindige Summation zu.

Bei der Summation tiber f(x) handelt es sich um eine numerische Integration mit
fixen Stutzstellen. Darin liegt bereits der wesentlichste Unterschied zur Histogramme-
thode. Wahrend Histogramme bei zu feiner Aufteilung der Intervalle keine brauchbaren
Ergebnisse bringen (siehe 3.1.2), steigt die Rechengenauigkeit bei der Verwendung von
Kerndichte Schéatzern mit der Zahl der Summationspunkte. Der Grund dafiir ist, da8
bei Kerndichte Schétzern auch zwischen zwei benachbarten Datenpunkten noch Funk-
tionswerte fiir f(:v) definiert sind, wiahrend bei der Verwendung eines Histogrammes in
diesem Fall ein leeres Intervall auftreten wiirde.

Um ein hinreichend genaues Ergebnis zu erhalten, muf sichergestellt werden, daf je-
de Kernfunktion in jeder Koordinate mehrmals abgetastet wird. Fiir den Epanechnikov-
und den GauB—Kern haben experimentelle Untersuchungen ergeben, dafl ab etwa acht
Abtastpunkten pro Kern der durch die numerische Integration verursachte Fehler un-
ter 1% bleibt. Die Eingangsdaten sind normiert, ihr Wertebereich ist daher in et-
wa das Intervall [-1 1]. Bei einer Kernbreite von A = 0,1 werden daher ungefihr

ﬁ = 160 Summationspunkte fiir jede Koordinate bené6tigt, um einen sinnvollen

Sc

mistische Schétzung, da in der Praxis eine Kernbreite h = 0, 1 meistens zu grob gewahlt

atzwert zu erhalten. Dies ist, wie im vorigen Kapitel gezeigt wurde, eine sehr opti-

ist.

Wihrend die Rechenungenauigkeit mit kleineren Intervallen sinkt, steigt anderer-
seits dadurch die bendtigte Rechenzeit. Werden fir N Eingangsdaten im n—dimen-
sionalen Raum fir jede Koordinate K Stitzpunkte berechnet, so muf} insgesamt K”
Mal die Summe aus N Kernfunktionen gebildet werden. Der Rechenaufwand wird al-
so besonders bei hoheren Dimensionen ein Kriterium fiir die Verwendbarkeit dieses
Algorithmus sein (siehe 4.5.3).

Eine Ubersicht iiber den Ablauf der Berechnung ist im Bild 3.13 dargestellt. Im den
folgenden Absitzen werden die einzelnen Schritte im Detail erklart.

Aus den skalaren Eingangsdaten wird der Mittelwert und die mittlere Leistung der
beiden Eingangssignale errechnet. Bei der Bildung der Vektoren aus den Eingangsdaten
werden diese auf Mittelwert ;1 = 0 und mittlere Leistung P = 1 normiert. Durch diese
Skalierung kénnen die Kernbreiten unabhéangig von den Eingangssignalen in absoluten
Ziahlenwerten angegeben werden. Die Vektoren werden in einer einfach verketteten Liste
gespeichert.

Nun werden nacheinander die geschiatzten Werte p(Z), p(y) und p(2,y) fiir die
Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen p(Z), p(¢) und p(Z,y) berechnet. Dazu wird der
n—dimensionale Raum an K™ Stiitzstellen gleichméaBig abgetastet, also K' Mal je Ko-
ordinate. Am Punkt ];Z wird die Summe

(i) = ~ 1%1{ = 5| (3.47)
PRIZ N L £ h '
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Einlesen der Daten
Speichernin verketteter Liste

|

Skalierung der
Eingangsdaten

|

Ermittlung des
Wertebereiches

|

Beitrag der Kernfunktion von Punkt j
zur Randwahrscheinlichkeit x beim
Summationspunkt berechnen

ale Datenpunkte i

alle Summationspunkte

Beitrag der Kernfunktion von Punkt j
zur Randwahrscheinlichkeit y beim
Summationspunkt berechnen

ale Datenpunkte i

alle Summationspunkte

Beitrag der Kernfunktion von Punkt j
zur Verbundwahrscheinlichkeit
Summationspunkt berechnen

Berechnen des Beitrages des
Summationspunktes
zur Transinformation

alle Datenpunkte i

alle Summationspunkte

Abbildung 3.13: Ablaufdiagramm der Berechnung durch Kerndichte Schatzer
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gebildet. s; ist dabei der j-te Datenpunkt fiir die zu berechnende Wahrscheinlichkeits-
dichteverteilung.

Fiir die Randverteilungen werden die Ergebnisse im Speicher abgelegt, bei der Fr-
mittlung der Verbundwahrscheinlichkeitsdichte werden sie dazu verwendet, um den
Beitrag I;,(X;Y) der Stiitzstelle zur Transinformation /(X;Y') zu ermitteln. I;(X;Y)
wird durch die Beziehung
LG Y) = ) log L (3.49
beschrieben.

Die Transinformation erhélt man als Ergebnis der Summation iiber alle berechneten

Schatzwerte, also
K™

I(X;7) =3 L(X;Y), (3.49)

=1

3.3.3 Ergebnisse

Durch eine Modifikation des Programmes werden die Schitzwerte fiir die Randver-
teilungen, die vom Programm intern verwendet werden, ausgegeben. Dadurch ist es
moglich, die Schatzung der Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung durch den Algorithmus
zu iiberpriifen. In der Abbildung 3.14 sind die geschétzten eindimensionalen Randver-
teilungsdichten fiir verschiedene Kernbreiten A und 300 Stitzpunkte abgebildet. Die
Sinusschwingung ist fiir die Wahl einer geeigneten Kernbreite ein besonders unange-
nehmer Fall, da thre Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung zwei Singularitdten aufweist.
Die Steilheit der Flanken wird nur durch die Amplitude des Rauschens begrenzt.
Wahlt man die Kernbreite grofer als die Rauschamplitude, so wird die geschétzte
Wahrscheinlichkeitsdichte verschmiert, wird die Kernbreite zu klein gewahlt, so treten
lokale UnregelméBigkeiten auf. Der Grenzfall einer Kernbreite von Null wire identisch
mit einem Histogramm mit unendlich schmalen Intervallen. Es treten daher in diesem
Fall die selben Probleme auf, die beim Histogramm diskutiert wurden. In beiden Féllen
steigt der Schétzfehler deutlich an. In der Tabelle 3.2 sind die quadratischen Fehler
fir verschiedene Kernbreiten angefithrt. Man erkennt, dafl sich Kernbreiten von etwa
h =~ 0,01 am besten zur Schatzung dieser Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung eignen.
Im Gegensatz zur Kernbreite gibt es bei der Anzahl der Stiitzpunkte keinen opti-
malen Wert. Je mehr Stiitzstellen verwendet werden, desto genauer wird das Ergebnis.
Die Tabellen 3.3 und 3.4 zeigen fir die Kernbreiten 2 = 0,001 und ~ = 0,1 den qua-
dratischen Fehler bei unterschiedlich vielen Stitzpunkten. Es zeigt sich, daf§ ab einer
gewissen Anzahl an Stitzpunkten kaum mehr eine Verbesserung des Fehlers erzielt
werden kann. Ab diesem Schwellwert sind die einzelnen Kernfunktionen hinreichend
gut abgetastet. Die Schwelle hangt daher unmittelbar mit der verwendeten Kernbreite
zusammen. Wahrend beispielsweise fiir eine Kernbreite von A = 0,01 der Schwell-
wert etwa bei 350 Stiitzstellen erreicht ist, bendtigt man bei A = 0,001 schon {iber
500 Stiitzpunkte. Im Gegensatz zur Kernbreite wirkt sich die Anzahl der verwendeten
Stiitzpunkte direkt auf die Rechenzeit aus (siehe auch Kapitel 4.5.3). Es ist daher ein
Kompromif zwischen Rechengenauigkeit und Ausfithrungsgeschwindigkeit erforderlich.
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Abbildung 3.14: Kerndichte Schétzung einer verrauschten Sinusschwingung
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‘ Kernbreite ‘ Fehler

0,001 54,8
0,005 43,7
0,010 40,7
0,020 41,7

0,050 118,83
0,100 239.8
0,200 378,2

Tabelle 3.2: Quadratischer Fehler bei der Kerndichteschatzung einer Sinusschwingung

mit SNR = 42 dB

‘ Stutzpunkte ‘ Fehler ‘

150 40,7
200 245
250 23,4
300 16,9
350 10,1
400 10,4
450 10,3

Tabelle 3.3: Quadratischer Fehler fiir A = 0,01

‘ Stiutzpunkte ‘ Fehler ‘

150 54,3
200 33,9
250 47,0
300 31,7
350 20,7
400 18,2
450 21,3
500 19,6
550 14,6
600 18,2
650 16,7
700 14.4

Tabelle 3.4: Quadratischer Fehler fiir A = 0,001
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Originaldaten Kerndichte Schatzung

Abbildung 3.15: Verrauschte Sinusschwingung in zwei Dimensionen

Abbildung 3.15 zeigt die geschatzte Wahrscheinlichkeitsdichte fir zwei Dimensio-
nen. Als Verzogerungszeit T wurde 1/4 Periodendauer gewéhlt. Im linken Bild sind
die Originaldaten eingetragen, das rechte Bild gibt die geschétzte Wahrscheinlichkeits-
dichteverteilung wieder.

Der wesentliche Nachteil der Kerndichte Schétzer ist die Ausfithrungsgeschwindig-
keit. Das entwickelte Programm benotigt zum Berechnen eines einzigen Wertes in drei
Dimensionen auf der verwendeten HP Workstation bereits tiber eine Woche. Aus die-
sem Grund ist es unméglich, an dieser Stelle Ergebnisse in der selben Ausfiihrlichkeit
wie bei den anderen Algorithmen zu prasentieren.

Gerade bei der Kerndichte Schatzung gentigt aber zur Verifizierung des Algorithmus
die Uberpriifung der geschitzen Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen. Da im Phasen-
raum mit dquidistanter Abtastung gearbeitet wird, miissen nach dem Schatzvorgang
nur noch die erhaltenen Werte nach Gleichung (3.48) verarbeitet und aufsummiert
werden.

3.3.4 Vereinfachter Algorithmus

Ein gravierender Nachteil des in den vorigen beiden Kapitel entwickelten Algorithmus
ist die Ausfithrungsgeschwindigkeit. Besonders die exponentielle Abhéngigkeit von der
Dimension des Phasenraumes macht das Programm fiir eine praktische Verwendung
unbrachbar.

Um dieser Problematik zu entgehen, schlagt Matt Kennel einen modifizierten Al-
gorithmus vor, den MMI-Algorithmus. Nach dieser Anleitung wurde ein Programm
erstellt, zur Verifikation wurde parallel dazu auch die Implementierung von Kennel
verwendet. In der Gleichung (2.30) wird zwei Mal die Verbundwahrscheinlichkeitsdich-
te verwendet. Statt beide Male den aus den Kerndichte Schiatzern erhaltenen Wert zu
verwenden, setzen wir vor dem Logarithmus fiir p(Z, §) die grobe Naherung

pE ) = - 30 = )3 - ) (3.50)

ein, die jedem Datenpunkt die Wahrscheinlichkeit 1/N zuordnet.
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Durch diese Wahl hat die geschatzte Verbundwahrscheinlichkeitsdichtefunktion nur
mehr an den Datenpunkten selbst Werte ungleich Null. Daher mufl nicht mehr, wie im
zuvor beschriebenen Algorithmus, eine numerische Integration tiber den gesamten Da-
tenraum durchgefithrt werden, sondern es geniigt, die zu schitzende Funktion an den
Stellen auszuwerten, an denen die Datenpunkte liegen (ein Gebiet mit der Verbund-
wahrscheinlichkeit Null liefert keinen Beitrag zur Transinformation und muff daher
auch bei der Berechnung nicht beriicksichtigt werden).

Der Algorithmus wird damit vereinfacht und folgender Ablauf wird durchgefiihrt:
es wird ein Datenpunkt aus den Eingangsdaten herausgegriffen. Fiir diesen Vektor
werden die Beitrdage aller anderen Datenpunkte zur Summenfunktion f (Z) berechnet
und aufsummiert. Die Summation wird dabei sowohl fiir die Verbundwahrscheinlich-
keit als auch fiir die Randverteilungen durchgefithrt. Man erhélt so die geschitzten
Wahrscheinlichkeitsdichten bei diesem Datenpunkt. Dieser Schritt wird fiir alle Punkte
durchgefiithrt. Anschliefend ist lediglich die Summe

vy b ol o p(Zs, Ui
[(X,Y) =¥ ;1 gpi(fﬂp(gi) (3.51)

zu bilden um die Transinformation /(X;Y’) zu berechnen.

Bei der Analyse der Ergebnisse wurde festgestellt, da mit dem so vereinfachten
Algorithmus falsche Ergebnisse errechnet werden. Dies kann folgendermafien begriindet
werden:

e Die aus den iiberlagerten Kernfunktionen gebildete Wahrscheinlichkeitsdichte-
funktion wird nur dort abgetastet, wo sich ein Datenpunkt befindet.

e Da die Datenpunkte nicht gleichméfig verteilt sind, erfogt in Gebieten mit héher-
er Wahrscheinlichkeitsdichte auch eine dichtere Abtastung

o Der Abtastwert wird als Wahrscheinlichkeit interpretiert, es handelt sich aber
um eine Wahrscheinlichkeitsdichte. Es miifite eine Skalierung proportional zur
Abtastdichte erfolgen. Dies ist allerdings nicht maéglich, weil die exakten Inter-
vallgréBen unbekannt sind.

Aus diesem Grund ist das Ergebnis des MMI-Algorithmus falsch.

e In den Bereichen mit geringer Wahrscheinlichkeitsdichte werden die Kernfunktio-
nen nicht hinreichend oft abgetastet, um ein exaktes Ergebnis zu erméglichen. Um
geniigend oft abzutasten, miissen bei jedem Datenpunkt die Beitrage der Kern-
funktionen der Nachbarpunkte noch mefbar sein. Dies ist nur dann gewahrleistet,
wenn die Anzahl der Eingangsdaten deutlich erhéht wird. In diesem Fall ist der
Algorithmus allerdings wegen der hohen Rechenzeit nicht mehr verwendbar.

Als SchluBfolgerung aus den obigen Punkten kann festgestellt werden:

Der MMI-Algorithmus von Matt Kennel ist fiir die Berechnung der 'Transinfor-
mation von Zeitreihen nicht verwendbar. Die Ergebnisse lassen keine Interpretation
zu.
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3.3.4.1 Die algorithmische Umsetzung
Fine Ubersicht iiber den Ablauf der Berechnung ist im Bild 3.16 dargestellt. In den

folgenden Abséitzen werden die einzelnen Schritte im Detail erklart.

Aus den skalaren Eingangsdaten wird der Mittelwert und die Energie der beiden
Eingangssignale errechnet. Bei der Bildung der Vektoren aus den Eingangsdaten werden
diese auf Mittelwert 4 = 0 und Energie F/ = 1 normiert. Durch diese Skalierung kénnen
die Kernbreiten unabhéangig von den Eingangssignalen in absoluten Zahlenwerten an-
gegeben werden. Die Vektoren werden in einer einfach verketteten Liste gespeichert.

Nun wird fiir jeden Eingangsvektor #; die Liste aller Vektoren einmal durchlaufen.
Bei der Bearbeitung des Vektors #; wird der Betrag der Kernfunktion

L (& — 7
(2 -

errechnet. Die Dimension wird durch n bestimmt, 2 bezeichnet die Kernbreite. Diese
Berechnung erfolgt sowohl fiir die beiden Randverteilungen als auch fir die Verbund-
wahrscheinlichkeitsdichte, wobei fiir n die jeweilige Dimension eingesetzt wird. Nach der
Summierung der einzelnen Beitrage sowie einer Skalierung erhélt man fiir den Vektor
Z; den Schatzwert

. 11 X (|E— 7
pE) = o K () (3.53)
"= ,

fiir p(y;) und p(Z;, y;) gelten die entsprechenden Formeln um g; erweitert.

Nachdem alle Vektoren auf diese Weise verarbeitet worden sind, wird in einem
weiteren Durchlauf der verketteten Liste fiir jeden Datenpunkt der Beitrag zur Trans-
information berechnet. Aus der Summe der Einzelbeitriage wird das Ergebnis berechnet,
namlich

L o p(Z: ;)
I(X;Y) ;p(l‘“yl)log BET) (3.54)

Um die Kernbreite nicht konstant fiir alle Vektoren wéhlen zu miissen, bietet der
Algorithmus die Moglichkeit der iterativen Berechnung. Wird diese nicht verwendet,
so liegt das Endergebnis bereits vor und der Algorithmus wird beendet.

Bei der iterativen Berechnung erfolgt nach dem ersten Durchlauf, in dem fir alle
Vektoren dieselbe Kernbreite verwendet wurde, ein zweiter Durchgang. Diesmal werden
die Kernbreiten an die geschatzte Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung angepafit. Die
Anpassung erfolgt tiber das geometrische Mittel g der einzelnen Schatzwerte,

| AR
log g = ﬁzlogp(%yi)- (3.55)

=1

Die adaptiven Kernbreiten h; werden nun mit

hi=h |2 (3.56)
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Abbildung 3.16: Ablaufdiagramm des MMI-Algorithmus
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‘Datenpunkte Hn:l‘n:?‘nz?)‘n:ll‘n:f)‘
1k || 3,97 | 4,34 | 4,55 | 4,69 | 4,82
2k || 3,96 | 4,33 | 4,52 | 4,67 | 4,79
4k || 3,96 | 4,33 | 4,53 | 4,67 | 4,79
8k || 3,96 | 4,33 | 4,53 | 4,67 | 4,79

16k | 3,96 | 4,33 | 4,53 | 4,67 | 4,79

32k || 3,96 | 4,33 | 4,53 | 4,67 | 4,78

Tabelle 3.5: Transinformation in Bit einer mit SNR = 42 dB verrauschten Sinusschwin-
gung, berechnet mit dem MMI-Algorithmus

berechnet, wobei h der in der ersten Iteration verwendete Wert ist. Mit diesen Kern-
breiten wird nun der gesamte Vorgang wiederholt, die neuen Schitzwerte der Wahr-
scheinlichkeitsdichte p(#;) berechnen sich aus

1 X1 |7 — 2|
BT = — K| =], .
w5 = 5 2t ( h ) (3.57)
Fir p(y;) und p(Z;, 4i) gilt (3.57) sinngemaf.

3.3.4.2 Ergebnisse

Die in Tabelle 3.5 zusammengefaiten Werte fiir die Transinformation sind mit dem
bereits frither verwendeten, mit 42 dB verrauschten Sinussignal erhalten worden. Bei
der Berechnung wurde die Anzahl der Eingangsdatenpunkte und die bei der Konstruk-
tion des Phasenraumes verwendete Dimension variiert. Es fallt auf, dafl die Ergebnisse
deutlich vom geforderten Wert von 7 Bit abweichen und damit die weiter oben gebrach-
ten Argumente, dal der MMI-Algorithmus falsche Werte errechnet, bestatigen.

Zusatzlich zur groben Abweichung fallt auf, da die berechnete Transinformation
praktisch unabhéangig von der Anzahl der verwendeten Datenpunkte ist. Diese Eigen-
schaft ist an sich wiinschenswert, allerdings in diesemn Ausmaf bei funktionierenden Al-
gorithmen nicht erzielbar, da es bei starker Verringerung der Menge der Eingangsdaten
grundsétzlich nicht méglich ist, eine gute Schdtzung der Wahrscheinlichkeitsdichtever-
teilung zu erzielen, unabhangig vom verwendeten Algorithmus.



Kapitel 4

Ergebnisse

4.1 Gaufl’sches Rauschen

4.1.1 Definition

Die Verteilungsdichtefunktion von weiflem gaufischen Rauschen ist durch

1 i lam?
py(r) = =72 (4.1)

gegeben. Zur Uberpriifung der entwickelten Programme werden zwei Zeitreihen n1 (1)
und ny(t) verwendet. Bei beiden handelt es sich um weiles gaufisches Rauschen mit
einem Mittelwert ¢ = 0 und einer Varianz ¢ = 1, die Wahrscheinlichkeitsdichtevertei-
lungen sind Ny und N,. Mit dem Ergebnis kann eine erste Aussage iiber die Korrektheit
des implementierten Verfahrens getroffen werden. Die Transinformation

I(Ny; Ny) =0 (4.2)

muf} verschwinden, da in den bereits bekannten Werten des verrauschten Signales keine
Information tiber zukiinftige Werte enthalten ist. Fiir die Kullback Leibler Distanz gilt
ebenfalls

D<N1||N2>:07 (4'3)

da die Verteilungsdichtefunktionen der beiden Signale identisch sind.

Fiir die Schitzung der GauBiverteilung sind verhéltnisméBig viele Datenpunkte
noétig, um ein genaues Ergebnis zu erhalten. Das ist der Fall, da bei Dimensionen
groBer als eins keine Trajektorien vorhanden sind, auf denen die Datenpunkte liegen.
Statt dessen sind die Vektoren auf ein relativ groles Volumen verteilt.

4.1.2 Referenzergebnisse

Um eine Bewertung der Ergebnisse durchfiihren zu kénnen, werden die Resultate der
neu entwickelten Programme mit denen des FMI-Algorithmus von H.-P. Bernhard
[1] verglichen. Fiir gauBsches Rauschen sind die Ergebnisse des FMI-Algorithmus in
Abbildung 4.1 dargestellt. Es wurde die Transinformation fiir unterschiedliche Mengen
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Abbildung 4.1: Transinformation von gauflschem Rauschen, berechnet mit dem FMI-
Algorithmus

an Datenpunkten ermittelt. Man erkennt eine leichte Abnahme des berechneten Wertes
bei einer grofleren Anzahl an Datenpunkten. Der Zahlenwert des Ergebnisses liegt etwa
bei 0, 15 Bit. Die Abweichung vom theoretischen Ergebnis I(Nq; N3) = 0 entsteht durch
Schatzfehler. Die Grofle der Abweichung kann als MaBstab fiir die Rechengenauigkeit
des Algorithmus verwendet werden. Die Ergebnisse der neu entwickelten Verfahren
werden daher mit dem Ergebnis des FMI-Algorithmus verglichen.

4.1.3 Adaptives Histogramm

GauBlverteilte Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen sind fiir die adaptive Histogramme-
thode ein besonders geeigneter Test. Bei der Berechnung erfolgt, wie in Kapitel 3.2.2 im
Detail erlautert wird, nach jeder Iteration eine Uberprﬁfung, ob lokal Gleichverteilung
vorliegt. Dies entspricht einem flachen Bereich in der Wahrscheinlichkeitsdichtever-
teilung. Da in der GauBverteilung solche Bereiche nicht enthalten sind, bendétigt der
Algorithmus besonders viele Rekursionen, um eine geeignete Schatzung zu finden. Im
Gegensatz dazu wiirde bei gleichverteiltem Rauschen bereits bei der zweiten Rekursion
abgebrochen werden.!

4.1.3.1 Transinformation

In Bild 4.2 sind die Ergebnisse der Berechnungen fiir die Transinformation zusammen-
gestellt. Es ist zu erkennen, daf} die geschétzte Transinformation abnimmt, je mehr

! Die erste Rekursion wird auf jeden Fall durchgefiihrt, unabhiingig von der Verteilungsdichtefunk-
tion, wie in Kapitel 3.2.1.3 beschrieben.
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Abbildung 4.2: Transinformation von gaulschem Rauschen, berechnet mit adaptiven

Histogrammen

Datenpunkte fiir die Berechnung verwendet werden. Dies liegt an der besseren Rekon-
struktion der Verbundwahrscheinlichkeitsdichte, je mehr Datenpunkte zur Verfiigung
stehen.

Der Zahlenwert fiir die errechnete Transinformation liegt etwa bei 0,06, das ist eine
deutliche Verbesserung gegeniiber den vorher gezeigten Werten, die mit dem FMI-
Algorithmus erhalten werden.

4.1.3.2 Kullback Leibler Distanz

Ahnlich wie bei der Transinformation zeigt sich, wenn man die Kullback Leibler Distanz
von weiflem gaufischem Rauschen berechnet, dafl das Ergebnis umso genauer wird,
je mehr Eingangsdaten fiir die Berechnung verwendet werden. Die Ergebnisse dieser
Berechnung sind in Abbildung 4.3 zusammengefaft.

Die Kullback Leibler Distanz ist Null, falls die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen
der beiden Eingangssignale identisch sind. Das bedeutet, dafl nicht nur bei Rauschsi-
gnalen, sondern bei beliebigen Signalen mit identischer Wahrscheinlichkeitsdichtever-
teilung das Ergebnis Null sein sollte.

4.1.4 Kerndichte Schitzung

Beim gaufischen Rauschen werden aufler der zweidimensionalen Verbundwahrschein-
lichkeitsdichte (Abbildung 4.5) auch die Schatzwerte fiir die Randverteilungen darge-
stellt (Abbildung 4.4). Man kann deutlich die GauBverteilung erkennen, es sind aber
merkbare UnregelmaBigkeiten vorhanden. Diese entstehen, weil nur 7000 Datenpunkte
beriicksichtigt werden. Fiir die GauBl—Verteilung liegt diese Zahl an der unteren Tole-
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Abbildung 4.3: Kullback Leibler Distanz von gaufischem Rauschen, berechnet mit ad-

aptiven Histogrammen

ranzgrenze (im Gegensatz zu den anderen Systemen, wie im Anschlufl gezeigt wird).

Die Ergebnisse des MMI-Algorithmus bei der Berechnung der Transinformation
von weilen Rauschen sind in Abbildung 4.6 zusammengefafit. Man erkennt sofort, da83
die Zahlenwerte wesentlich vom erwarteten Ergebnis abweichen, das Ergebnis ist etwa
um einen Faktor 30 gréBer als beim Referenzalgorithmus.

4.2 Quasiperiodisches Signal

4.2.1 Definition

Der zweite Test erfolgt mit einem verrauschten, quasiperiodischen Signal. Bereits die
Algorithmen aus [7] und [1] wurden mit einer Uberlagerung von vier Sinusfunktionen
getestet. Da fiir dieses Signal auch die Referenzergebnisse vorliegen, wird es zum Testen
der neu entwickelten Algorithmen eingesetzt.

Als quasiperiodisches Testsignal dient

sin(3wqt) n stn(wqt) N s1n(3wqt)

- - SN (). (4.4)

z(t) = sin(wit) +

Dabei ist N(¢) weiles Rauschen mit einem Signal/Rauschverhiltnis von etwa 42 dB,

w; = 6/40, wy = wi(1+ \/5)/10 und ¢ ist ein ganzzahliger Zeitparameter. Die Verzoge-
rungszeit T bei der Konstruktion der Vektoren wird 7' = 20 gewahlt.

Als Ergebnis sollte unabhingig von der zeitlichen Verschiebung der Eingangssignale

ein konstanter Wert erhalten werden, da eine Voraussage tiber Werte in der nahen

Zukunft bei diesem Signal mit derselben Sicherheit gemacht werden kann, wie eine
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Abbildung 4.5: Kerndichteschatzung von gauischem Rauschen in zwei Dimensionen
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Abbildung 4.6: Transinformation von gaufischem Rauschen, berechnet mit dem MMI-
Algorithmus

Voraussage iiber beliebig entfernte Zeitpunkte. Die Genauigkeit der Pradiktion wird
nur durch das zugefiigte Rauschen limitiert, das Ergebnis fiir die Transinformation ist
daher 42 dB, das entspricht einer Transinformation

42 dB
I(X;Y)= ———— ~ 7 Buit. 4.5
(XY = S aB B ! (45)
Durch diese Berechnung wird auch klar, warum das additive Rauschen notwendig ist.
Bei einem unverrauschten Signal wiirde die Transinformation iiber alle Grenzen steigen,
da die exakte Vorhersage des Signalverlaufes méglich ist.?

4.2.2 Referenzergebnisse

Die mit dem FMI-Algorithmus fiir das quasiperiodische Signal (4.4) ermittelten
Werte werden in Abbildung 4.7 gezeigt, es wird sowohl die Anzahl der Datenpunkte
als auch die Dimension variiert. Man erkennt, daf sich das Ergebnis dem Sattigungswert
nihert, wenn mehr Eingangsdaten zur Verfiigung stehen. Wird die Dimension erhoht,
so tendiert der berechnete Wert ebenfalls gegen 7 Bit. Allerdings kann es bei hohen
Dimensionen (n > 4) aus dem folgenden Grund zu Schwankungen in der Schatzung
kommen: Die Daten konzentrieren sich mit steigender Dimension auf immer kleinere
Bereiche ([12], dort wird diese Erscheinung als "Fluch der Dimensionalitat’ bezeichnet).
Es sind immer mehr Datenpunkte nétig, damit der Algorithmus die Struktur der Ver-

?Im Gegensatz zu chaotischen Signalen, wo auch bei unverrauschten Systemen keine exakte Pradik-
tion erzielt werden kann
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Abbildung 4.7: Transinformation des quasiperiodischen Signals (4.4), berechnet mit
dem FMI-Algorithmus

teilungsdichtefunktion korrekt erkennen kann.? Je nach Lage der Anhdufungen kann es
vorkommen, daf§ die Transinformation iiber- oder unterschatzt wird.

4.2.3 Kerndichte Schitzung

Die mittels Kerndichte Schatzung berechneten Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen
fiir eine bzw. zwel Dimensionen sind in den Bildern 4.8 und 4.9 dargestellt. Links
befinden sich jeweils mit den Originaldaten erzeugten Diagramme, das rechte Teilbild
zeigt die mit Kerndichte Schétzern ermittelten Ergebnisse.

In Abbildung 4.10 sind die Ergebnisse des MMI-Algorithmus fiir das quasiperiodi-
sche Fingangssignal zusammengestellt. Man erkennt, dafl das Ergebnis deutlich vom
mathematisch exakten Wert abweicht. Es ist weiters zu bemerken, dafl bis zu Dimen-
sionen n = 5 der berechnete Wert weder von der Dimension noch von der Anzahl der
Eingangsdaten stark beeinflufit wird.

Bei n > 5 treten starke Schwankungen im Ergebnis auf, es kommt sogar teilweise
zu negativen Resultaten. Diese Probleme hangen allerdings mit der zu geringen An-
zahl an Eingangsdaten zusammen und sind nicht ausschlieflich auf den Algorithmus
zurlickzufithren. Eine Berechnung mit mehr Datenpunkten konnte wegen der hohen
Rechenzeiten nicht durchgefithrt werden.

3Um in vier Dimensionen die selbe Datendichte zu erreichen, wie bei einer eindimensionalen
Schitzung mit 100 Datenpunkten, sind bereits 10¢ Werte notwendig.
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Abbildung 4.9: Quasiperiodisches Signal (4.4) in zwei Dimensionen
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4.3 Rosslersystem

4.3.1 Definition

Das Rosslersystem ist ein chaotisches System, das durch die Differentialgleichungen

T = —z—y
= x+ay (4.6)
= b+ z(z—¢)

beschrieben wird (siehe [4]). Die Parameter werden

a = 0,15
= 0,20 (4.7)
¢ = 10,0

gewihlt. Die Zeitverzogerung T zur Konstruktion der Vektoren nach (2.1) betrigt 8.

Die Trajektorie des Rosslersystems weist eine Struktur auf, die mit der euklidischen
Geometrie nicht beschreibbar ist. Man findet, je genauer man die Wahrscheinlichkeits-
dichteverteilung betrachtet, immer feinere Detailstrukturen. Das Kriterium fiir einen
guten Algorithmus zur Berechnung der Transinformation ist die Fahigkeit, mit diesen
starken Schwankungen umgehen zu kénnen.

Im Résslersystem wird, da es chaotisches Verhalten zeigt, laufend Information er-
zeugt. Man kann wie bei jedem System, wenn die Funktionswerte der Vergangenheit
bekannt sind, Pradiktionen tiber den zukiinftigen Funktionsverlauf machen. Die Sicher-
heit dieser Schatzungen nimmt aber ab, je weiter der zu schitzende Zeitpunkt in der
Zukunft liegt.

Auf die Transinformation angewandt bedeutet das:

e Die Transinformation wird fiir geringe Zeitverzogerungen hoch sein (Pradiktion
der nahen Zukunft) und mit zunehmender Verzogerung sinken.

e Mit steigender Dimension (entspricht der Anzahl an bekannten Funktionswerten
aus der Vergangenheit) nimmt auch die Transinformation zu (bessere Pradikti-
on ist moglich). Allerdings wird ein Sattigungswert erreicht, sobald die in der
Berechnung verwendete Dimension die fraktale Dimension des Résslersystems
iibersteigt.

4.3.2 Referenzergebnisse

Die Ergebnisse des Referenzalgorithmus sind in Abbildung 4.11 dargestellt. Die Be-
rechnung erfolgt fiir 2 — 1 und fiir 3 — 1 Dimension. Die Eingangsdaten fir die
Zufallsvariable Y werden gegeniiber denen fiir die Zufallsvariable X von 0 — 200 Zeit-
schritte verzogert. Man in der Grafik deutlich die Abnahme der Transinformation mit
zunehmender Verzogerung erkennen. Die Steigung der Kurve ist ein Maf fiir die In-
formationsproduktion des Rosslersystems und somit als Beurteilungskriterium fiir die
entwickelten Programme verwendbar.
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Abbildung 4.11: Transinformation eines Rosslersystems, berechnet mit dem FMI-Al-
gorithmus

4.3.3 Adaptives Histogramm

In Abbildung 4.12 sind Ergebnisse der durchgefithrten Berechnungen dargestellt. Ein
Vergleich mit Abbildung 4.11 zeigt, dal die Struktur der Ergebnisse gleich ist.

Auch die Steigung der Kurve, aus der man die Rate der Informationsproduktion
schatzen kann, ist identisch mit der des Referenzprogrammes.

4.3.4 Kerndichte Schitzung

Das linke Teilbild von Abbildung 4.13 zeigt ein Streudiagramm der verwendeten Ein-
gangsdaten, im rechten Teilbild wird die mit Kerndichte Schatzung ermittelte Wahr-
scheinlichkeitsdichteverteilung dargestellt. Man kann deutlich die Ubereinstimmung
zwischen Gebieten, die viele Datenpunkte enthalten, beim Streudiagramm und Ge-
bieten mit hoher Wahrscheinlichkeitsdichte bei der Kerndichte Schatzung erkennen.

Die mit dem MMI-Algorithmus errechneten Werte weichen auch beim Rossler—
System erheblich von den vorgegebenen Ergebnissen ab (siche Bild 4.14). Fiir n =
1 stimmen die Resultate zwar mit denen des Referenzprogrammes iiberein, fiir n =
2 und n = 3 zeigt sich jedoch ein véllig falsches Verhalten. Sowohl der Zahlenwert
fiir die Transinformation, als auch die Steigung der Kurve sind verschieden von den
Ergebnissen der beiden anderen Algorithmen.
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Abbildung 4.12: Transinformation eines Rosslersystems, berechnet mit adaptiven Hi-
stogrammen

Originaldaten Kerndichte Schétzung

Abbildung 4.13: Kerndichteschiatzung des Rosslersystems in zwei Dimensionen
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Abbildung 4.14: Transinformation eines Rosslersystems, berechnet mit dem MMI-Al-
gorithmus

4.4 Lorenzsystem

4.4.1 Definition

Beim Lorenzsystem handelt es sich wie beim Rosslersystem um ein chaotisches System.

Es wird durch die Differentialgleichungen

t = o(y—x)
] = z(R—2)—y (4.8)
= b+ Z(J: —c)
beschrieben. Die Parameter sind
c = 16,0
R = 45,92 (4.9)
b = 4,0.

Die Zeitverzogerung T' zur Konstruktion der Vektoren nach (2.1) betragt 15.

4.4.2 Referenzergebnisse

Die Ergebnisse des FMI-Algorithmus sind in Abbildung 4.15 dargestellt.

4.4.3 Adaptives Histogramm

Die Ergebnisse der Berechnung des Lorenzsystems mit adaptiven Histogrammen sind in
Bild 4.16 zusammengefafit. Es gelten die selben Bemerkungen wie beim Résslersystem.
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Abbildung 4.15: Transinformation eines Lorenzsystems, berechnet mit dem FMI-Al-
gorithmus

Die Kurven sind qualitativ identisch mit dem Referenzsystem.

4.4.4 Kerndichte Schitzung

In Abbildung 4.13 wird, &hnlich wie beim Rosslersystem, ein Streudiagramm der Ein-
gangsdaten (linkes Teilbild) der mit Kerndichte Schitzung ermittelten Wahrschein-
lichkeitsdichteverteilung (rechtes Teilbild) gegeniibergestellt. Auch hier ist die gute
Ubereinstimmung zwischen den beiden Darstellungen zu bemerken.

Die Berechnung des Lorenzsystems mit dem MMI-Algorithmus wurde nicht durch-
gefithrt, da mit den bisherigen Untersuchungen bereits hinreichend gezeigt wurde, da3
keine aussagekraftigen Ergebnisse erhalten werden kénnen.

4.5 Ausfithrungszeit

Ein wichtiges Kriterium fiir die praktische Verwendbarkeit von Algorithmen ist (abgese-
hen von der Genauigkeit der berechneten Ergebnisse) die Dauer der Berechnung. Meist
sind dabei nicht die absoluten Rechenzeiten von Bedeutung, sondern die Abhéngigkeit
von wesentlichen Parametern der Aufgabenstellung. In dieser Arbeit ist wichtig, wie
sich die Rechenzeit verhialt, wenn die Dimension oder die Anzahl der beriicksichtigten
Datenpunkte verandert wird.
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Abbildung 4.16: Transinformation eines Lorenzsystems, berechnet mit adaptiven Hi-
stogrammen

Originaldaten Kerndichte Schétzung

Abbildung 4.17: Kerndichteschiatzung des Lorenzsystems in zwei Dimensionen
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Abbildung 4.18: Rechendauer beim FMI-Algorithmus in Abhéngigkeit von der Anzahl

der Eingangsdaten fiir eine Sinusschwingung

4.5.1 Referenzwerte

Als Vergleichswerte werden die Ergebnisse angefiihrt, die mit dem FMI-Algorithmus
von H.-P. Bernhard [1] erhalten werden. Die Ausfithrungszeit wird in Abhéangigkeit von
der Anzahl der Eingangsdaten (Bild 4.18) sowie der Dimension dargestellt (Bild4.19).

Man erkennt, dafl sowohl die Dimension als auch die Anzahl der Datenpunkte et-
wa linear in die Rechenzeit eingehen. Da der Referenzalgorithmus eine andere Be-
rechnungsmethode verwendet, kann die Schiatzung der Randwahrscheinlichkeitsdichten
entfallen. Aus diesem Grund kénnen die hier gezeigten Ergebnisse von den neu ent-
wickelten Programmen nicht erreicht werden.

4.5.2 Adaptives Histogramm

Die Tatsache, daB ein Histogramm datenabhéngig ist (es erfolgt eine adaptive Anpas-
sung an die Eingangsdaten), macht es schwierig, exakte Aussagen tiber die Rechenzeit
zu treffen, da diese stark von den Eingangsdaten abhéngt. Die Laufzeit des Algorithmus
nach der adaptiven Histogrammethode wird durch die folgenden Parameter wesentlich
beeinflufit:

e Die Anzahl der Datenpunkte. Der Algorithmus erzeugt drei Baumstrukturen
(einen fiir die Verbundwahrscheinlichkeitsdichte und zwei fiir die beiden Rand-
verteilungen). Die Eingangsdaten werden analysiert, um die Verzweigungen der
Béume festzulegen. Die Datenpunkte innerhalb eines Hyperkubus werden auf
Gleichverteilung untersucht (siehe Kapitel 3.19). Liegt diese nicht vor, so wird
der Hyperkubus in 2" Subkuben unterteilt. Dazu kann folgendes festgestellt wer-
den:
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Abbildung 4.19: Rechendauer beim FMI-Algorithmus in Abhdngigkeit von der Dimen-

sion fiir eine Sinusschwingung

Die geschitzte Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung dndert sich nicht in Abhéangig-
keit von der Anzahl der Datenpunkte. Lediglich bei zu wenigen Eingangsdaten
erscheint die Verteilung weniger glatt. In diesem Fall ist das Rechenergebnis al-
lerdings ohnehin unprézise, da die Wahrscheinlichkeitsdichte bei ungentigender
Abtastung mit keinem Kriterium mehr bestimmt werden kann.

Sobald die Anzahl der Vektoren ausreichend ist, um eine Schatzung der Wahr-
scheinlichkeitsdichteverteilung zu ermaoglichen (diese hiangt unter anderem auch
von der Struktur der Daten ab, kann also nicht generell angegeben werden), bleibt
die Geometrie der Baume unverandert. Nachdem alle Datenpunkte jeweils bis zu
einem Blatt des Baumes klassifiziert werden (als Blatt wird ein Hyperkubus be-
zeichnet, in dem Gleichverteilung herrscht), sind bei N Datenpunkten und einer
mittleren Tiefe [ des Baumes NI Operationen notwendig. Da das Zuordnen zu
den entsprechenden Hyperkuben (beziiglich der Rechenzeit) im Allgemeinen die
dominante Operation innerhalb des Algorithmus ist (siche auch den ndchsten
Punkt), kann mit linearem Zuwachs der Ausfithrungszeit in Abhangigkeit von
der Anzahl der Eingangsdatenpunkte gerechnet werden. Dies wird in Abbildung
4.20 bestatigt.

e Die Anzahl der Dimensionen. Wird in einem Hyperkubus eine Unterstruktur in
der zu schédtzenden Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung gefunden, so werden bei
n Dimensionen 2" Subwiirfel erzeugt. Die Anzahl der Daten, die in die Subwiirfel
verschoben werden, ist konstant, so dafl an dieser Stelle kein merkbarer Einflufy
auf die Rechenzeit entsteht.

Eine exponentielle Abhéngigkeit von der Anzahl der Dimensionen zeigt sich aber
beim y?-Test, bei dem iiber alle 2" Unterbereiche summiert werden muf. Au-
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Abbildung 4.20: Rechendauer beim adaptiven Histogramm in Abhéangigkeit von der
Anzahl der Eingangsdaten fiir eine Sinusschwingung

Berdem erfolgt, falls eine Unterstruktur vermutet wird, eine Rekursion, die sich
ebenfalls iiber alle 2" Bereiche erstreckt?.

Wenn die Rekursion weit fortgeschritten ist, der Algorithmus sich also den Blat-
tern des aufgebauten Baumes ndhert, so sind in den einzelnen Kuben nur noch
wenige Datenpunkte enthalten, wihrend andererseits eine exponentiell steigende
Anzahl an Kuben abzuarbeiten ist. Obwohl an und fiir sich das Verschieben der
Daten (das von der Dimension ja unabhéngig ist) mehr Rechenzeit bendétigt,
dominiert insgesamt daher das exponentielle Wachstum (siehe Bild 4.21).

Dabei mufl auch noch berticksichtigt werden, dafl sich bei héheren Dimensionen
die Datenpunkte auf immer kleinere raumliche Bereiche konzentrieren, wahrend
andererseits grofle Teile des Raumes weitgehend leer sind. Dieses Verhalten fiihrt
zu einer Zunahme der Laufzeit, wie sie i nachsten Absatz beschrieben wird.

e Die Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung. Der Algorithmus teilt einen Hyperwiirfel
nur dann in Unterklassen auf, wenn eine signifikante Struktur in der Wahrschein-
lichkeitsdichteverteilung erkannt wird. Liegt also eine besonders flache Vertei-
lung vor, so sind wesentlich weniger Unterteilungen notwendig, als wenn die zu
schdtzende Funktion zahlreiche Detailstrukturen aufweist. Da es kein Maf fur die
Dichte an Strukturen innerhalb einer Funktion gibt, kénnen keine quantitativen
Aussagen tiiber die Abhédngigkeit gemacht werden. Es wird jedoch darauf hinge-
wiesen, da} mit verrauschten Eingangsdaten bessere Ergebnisse erzielt werden,
da in diesem Fall die zu schétzende Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung glatter

4Wenn in einem Unterbereich allerdings gar keine Daten mehr enthalten sind, so wird er bei der
Rekursion nicht mehr beriicksichtigt.
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Abbildung 4.21: Rechendauer beim adaptiven Histogramm in Abhéangigkeit von der
Dimension fiir eine Sinusschwingung

ist.

4.5.3 Kerndichte Schitzung

Der Algorithmus berechnet und speichert zunédchst die geschatzte Wahrscheinlichkeits-
verteilung der beiden Randverteilungen, anschlieBend werden die einzelnen Gitterpunk-

te der Summenverteilung ermittelt.

e In Abhédngigkeit von der Anzahl an Eingangsdaten wéchst die Rechenzeit linear
an, da bei jedem Gitterpunkt tber alle Eingangsdaten summiert wird. Dieser
Zusammenhang wird in Abbildung 4.22 dargestellt.

e Die Dimension beeinfluflit die Rechenzeit exponentiell, wie in Abbildung 4.23 zu
sehen ist. Wenn die beiden Randverteilungen ny und ny -dimensional sind, die
Summenverteilung daher n = n; + ny Dimensionen besitzt und N Datenpunkte
zur Verfiigung stehen, so werden insgesamt (bei K Abtastpunkten pro Koordi-

nate)

NE™ + NK™ + NK" = N(K™ + K™ + K™) (4.10)

Funktionswerte iiberlagert. Die tatsachliche Ausfithrungszeit hdangt von der Im-
plementation der Kernfunktion ab. Beispielsweise mufl ein Kern mit endlicher
Ausdehnung fir entfernte Punkte nicht dieselbe Rechenzeit benotigen wie fiir

nahegelegene.”

®Eine Vereinfachung fiir entfernte Punkte ergibt sich meist daraus, daf langsame arithmetische
Operationen entfallen kénnen, da ab einer gewissen Distanz das Ergebnis ohnehin identisch Null ist.
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Abbildung 4.22: Rechendauer bei Kerndichte Schéatzern in Abhangigkeit von der Anzahl

der Eingangsdaten fiir eine Sinusschwingung
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Abbildung 4.24: Rechendauer beim MMI-Alogrithmus in Abhéngigkeit von der Anzahl

der Eingangsdaten fiir eine Sinusschwingung

e Die Anzahl der Gitterpunkte pro Koordinate wirkt sich, wie in (4.10) zu sehen
ist, mit der Potenz der verwendeten Dimension auf das Laufzeitverhalten des
Programmes aus.

Die Struktur der Eingangsdaten geht, wie bereits erwahnt, nicht in die Rechenzeit
ein. Ausgenommen davon sind Effekte, die durch die Implementation der Kernfunktion
entstehen, diese besitzen aber nur untergeordnete Bedeutung.

4.5.4 MMI-Algorithmus
Die Laufzeit des MMI-Algorithmus kann durch die folgenden Abhangigkeiten charak-

terisiert werden:

e Anzahl der Datenpunkte N: da der Algorithmus iiber alle Datenpunkte summiert
und zwar jeweils die Beitrage aller anderen Vektoren, verhilt sich die Laufzeit
proportional zu N? (siehe Bild 4.24).

Kennel hat sich in seinem originalen Algorithmus auf den Epanechnikov Kern
beschrankt, der Beitrage nur bis zu einem (normierten) Abstand von 1 liefert.

6 einen Algorithmus zu

Dadurch wurde es moglich mit Hilfe von KD-Baumen
entwerfen, dessen Ausfithrungszeit proportional N log N ist (siehe Bild 4.25). Im
Rahmen dieser Diplomarbeit wurde allerdings versucht, ein moglichst flexibles
Programm zu entwerfen. Daher wurden auch Kerne mit unendlicher Ausdehnung

berticksichtigt; folglich konnte das schnellere Verfahren nicht eingesetzt werden.

SKD-Biume erméglichen es, zu einem Datenpunkt die niichsten Nachbarn zu finden.
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Abbildung 4.25: Rechendauer beim originalen MMI-Alogrithmus in Abhéngigkeit von

der Anzahl der Eingangsdaten fiir eine Sinusschwingung

e Dimension n: weil die Summation immer tiber alle Datenpunkte erfolgt, ist die
Berechnung primar unabhéngig von der Dimension. Allerdings wiachst natiirlich
die Zeit, die notig ist, um den Abstand zweier Punkte zu berechnen. Daher resul-
tiert ein Anstieg der gesamten Rechenzeit, der leicht mit der Dimension ansteigt

(siehe Bild 4.26).

Beim originalen Algorithmus von Kennel werden bei der Summation nur die
Punkte beriicksichtigt, die innerhalb eines gewissen Radius liegen. Da die Ab-
stande zwischen den Punkten mit steigender Dimension zunehmen, werden immer
weniger Punkte aufsummiert. Der Algorithmus weist also bei héheren Dimensio-
nen eine geringfiigig kiirzere Laufzeit auf, wie in Bild 4.27 zu sehen ist.

4.6 Speicherbedarf

4.6.1 Adaptives Histogramm

Der vom Programm benétigte Hauptspeicher wird im wesentlichen von den folgenden
zwei Datenstrukturen in Anspruch genommen.

e Den Eingangsdaten. Diese liegen in Form einer verketteten Liste vor. Jeder Vektor
wird genau einmal im Hauptspeicher abgelegt.

e Den Randverteilungen. Sie werden in Baumen gespeichert. Die Verbundwahr-
scheinlichkeit wird dynamisch errechnet und benétigt daher nur einen vernach-
lassigbaren Teil des Speichers. Die Randverteilungen hingegen miissen wiahrend
der gesamten Berechnung zur Verfiigung stehen.
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Abbildung 4.26: Rechendauer beim MMI-Algorithmus in Abhéngigkeit von der Dimen-

sion fiir eine Sinusschwingung
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Uber die Abhingigkeit der Speicheranforderungen von der Anzahl an Eingangsda-

ten, der Dimension sowie der Datenstruktur kann man folgende Aussagen treffen:

e Die Anzahl der Eingangsdaten ist direkt proportional zur Lange der verketteten
Liste. Die Baumstruktur wird durch sie nicht beeinfluft. Bei niedrigen Dimen-
sionen wird dadurch ein annahernd lineares Anwachsen des Speicherbedarfes zu
beobachten sein. Ab etwa 3 — 4 Dimensionen dominieren jedoch die Baumstruk-
turen.

e Die verwendete Dimension geht auf zwei verschiedene Arten in den Speicherbe-
darf ein. In der verketteten Liste steigt der Platzbedarf linear mit der Dimension,
da im n —dimensionalen Raum fiir jeden Punkt n Koordinatenwerte gespeichert
werden miissen. Drastischer sind die Auswirkungen auf die Speicheranforderun-
gen der Baumstrukturen, da fiir jede Unterstruktur 2" neue Hyperkuben erzeugt
werden miissen. Zusétzlich wird die Gréfle eines Hyperwiirfels durch 2™ Zeiger-
variablen bestimmt, die die Verbindung zu den Unterklassen herstellen.

e Die Form der zu schitzenden Wahrscheinlichkeitsdichte beeinflufit den Speicher-
bedarf in der selben Art und Weise wie die Laufzeit des Programmes. Je zerkliifte-
ter die Verteilung ist, desto mehr Intervalle miissen verwendet werden, daher
steigt der Speicherbedarf d&quivalent zur Rechenzeit.

4.6.2 Kerndichte Schitzung

Der benétigte Speicher fiir dieses Programm setzt sich aus folgenden Komponenten

Zusaminen:

o Einer einfach verkettete Liste mit allen Eingangsvektoren;

e Zweil Speicherbereichen, die die geschitzten Randverteilungsdichten enthalten.
Daher ergeben sich die folgenden Abhangigkeiten:

o Die Anzahl der Datenpunkte verldngert die einfach verkettete Liste proportional.
Insgesamt steigt der Speicherbedarf schwicher als linear an.

¢ Die verwendete Dimension wirkt sich linear auf den Speicherbedarf der einfach
verketteten Liste aus (da entsprechend viele Koordinaten abgespeichert werden
miissen). Exponentiell dagegen steigt der Bedarf an Speicher zum Berechnen der
Randverteilungen. Bei n; bzw. ny Dimensionen und K Gitterpunkten je Koordi-
nate werden

K™ 4+ K™ (4.11)
Elemente benétigt, die jeweils eine Gleitkommazahl aufnehmen miissen.
e Ebenfalls aus (4.11) ist ersichtlich, dal auch die Zahl der Gitterstellen sich auf

den benétigten Speicherplatz auswirkt, und zwar mit der Potenz der verwendeten
Dimension.
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4.6.3 MMI-Algorithmus

Der MMI-Algorithmus arbeitet mit einer Liste aller Eingangsvektoren (im origina-
len Algorithmus wird an Stelle der Liste ein KD-Baum verwendet, der Speicherbedarf
andert sich dadurch allerdings nicht). Jeder Vektor enthilt neben seinen Koordinaten
auch noch drei Gleitkommazahlen, in denen die summierten Beitrage der Kernfunktio-
nen der Nachbarpunkte abgespeichert werden.

Der Speicherbedarf verhélt sich somit linear zur Anzahl der Eingangsdaten und
zur verwendeten Dimension (da entsprechend viele Koordinaten abgespeichert werden
miissen).



Kapitel 5

Programme

5.1 Transinformation

5.1.1 Adaptives Histogramm

Der Aufruf des Programmes erfolgt mit

transinfo -p### -f## -s## -n## -t## [-as#t] [-b#t#] [-k##t] -qit#s [-Fi#]
[-s##] [-N##] [-T##] [-A##] [-B##] [-Ka#] [-1##]

Dabei konnen mit den Kommandozeilenoptionen die folgenden Parameter einge-
stellt werden.

-p Name der Datei, die die Abtastwerte des Signals P enthélt. Dieser Parameter muf}
angegeben werden.

-q Name der Datei, die die Abtastwerte des Signals () enthélt. Dieser Parameter mufl
angegeben werden.

-f Dateityp fir die erste Fingangsdatei. Diese Option kann im einzelnen die Werte

1 Textdatei: Jeder Abtastwert steht in einer eigenen Zeile.

2 WAV-Datei: Der Aufbau der Datei folgt den Richtlinien fiir Windows Klang-

dateien.
3 Binérdatei: Die Daten sind im Binarformat angegeben. Die Wortlange kann
mit -s eingestellt werden. Die Daten miissen in der Anordnung Low-Byte /

High-Byte vorliegen.
annehmen. Dieser Parameter mufl angegeben werden.

-F Dateityp fiir die zweite Eingangsdatei. Die moglichen Werte fiir diese Option sind
identisch mit den Werten fiir =f. Falls dieser Parameter nicht verwendet wird,
setzt ihn das Programm automatisch auf den selben Wert, der unter -f angegeben

wurde.

77
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-s Dieser Parameter kann nur zusammen mit -f 3 verwendet werden und gibt an,
wieviele Bytes in der ersten Eingangsdatei einen Abtastwert beschreiben. Da
programmintern der Typ long int verwendet wird, ist auf den meisten Systemen
ein Maximalwert von 4 sinnvoll. Wird dieser Parameter nicht angegeben, setzt
ihn das Programm automatisch auf 1.

-S Dieser Parameter kann nur zusammen mit -F 3 verwendet werden und gibt an,
wieviele Bytes in der zweiten Eingangsdatei einen Abtastwert beschreiben. Der
Vorgabewert ist 1.

-n Rekonstruktionsdimension fiir die Daten aus der ersten Eingangsdatei. Dieser Pa-
rameter mufl angegeben werden.

-N Rekonstruktionsdimension fiir die Daten aus der zweiten Eingangsdatei. Wird die-
ser Parameter nicht angegeben, so setzt ihn das Programm auf den selben Wert,
der mit -n bestimmt wurde.

-t Verzogerungszeit fiir die Erzeugung von Vektoren aus der ersten Eingangsdatei.
Dieser Parameter mufl angegeben werden.

-T Verzogerungszeit fiir die Erzeugung von Vektoren aus der zweiten Eingangsdatei.
Wird dieser Parameter nicht angegeben, so setzt ihn das Programm auf den selben
Wert, der mit =t bestimmt wurde.

-a Offset, der beim Einlesen von der ersten Eingangsdatei angewendet wird. Mit -a
100 wird zum Beispiel festgelegt, daf die ersten 100 Werte der mit -p bestimmten
Datei iibersprungen werden. Der Vorgabewert fiir diese Option ist 0.

-b ist nur wirksam, wenn -k verwendet wird. Damit wird der maximale Offset, der bei
der ersten Datei wirksam werden soll, festgelegt. Mit der Angabe -b 500 wird
zum Beispiel bestimmt, dal das Programm beendet wird, sobald der Offset der
ersten Datei grosser als 500 ist.

-A Offset, der beim Einlesen von der zweiten Eingangsdatei angewendet wird. Der
Vorgabewert fiir diese Option ist 0.

-B ist nur wirksam, wenn -K verwendet wird. Damit wird der maximale Offset, der
bei der zweiten Datei wirksam werden soll, festgelegt.

-k aktiviert den Mehrschrittmodus. Nachdem die Transinformation mit den durch
-a und -A bestimmten Offsets berechnet ist, erhtht das Programm den Offset
der ersten Eingangsdatei um den mit -k festgelegten Wert und wiederholt die
Berechnung. Dies geschieht so lange, bis der Offset grofler ist, als der durch -b
festgelegte Wert. Die Voreinstellung fiir diesen Parameter ist 0, damit wird der
Mehrschrittmodus fiir die erste Eingangsdatei deaktiviert.

-K funktioniert analog zu -k. Der Offset der zweiten Datei wird, ausgehend von -A,
solange um den durch -K spezifizierten Wert erhéht, bis der durch -B festgelegte
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Wert tiiberschritten wird. Der Vorgabewert fiir diesen Parameter ist 0, damit wird
der Mehrschrittmodus fiir die zweite Eingangsdatei ausgeschaltet.

-1 bestimmt die Anzahl von Datenpunkten, die vom Programm verwendet wird, falls
die Eingangsdateien entsprechend viele Daten enthalten. Der Vorgabewert fiir
diese Option ist 0, damit werden alle Abtastwerte gelesen, die in den Eingangs-
dateien enthalten sind.

5.1.2 Kerndichte Schitzung

Der Aufruf des Programmes erfolgt mit

kdtransinfo -p### -f## -s## -n## -t## [-a##] [-v##] [-k##] -q#as [-Fas]
[-S##] [-N##] [-T##] [-A##] [-Ba#] [-Ka#] [-wa#] [-e##] [-1##]

Die Kommandozeilenparameter haben dieselbe Bedeutung wie in 5.1.1, zusétzlich kon-
nen noch folgende Parameter eingestellt werden:

-w Bestimmt die Kernbreite des verwendeten Kernes. Mit einer hohen Kernbreite wird
die Verteilungsdichte verschmierter, dafiir reichen bereits weniger Datenpunkte
fiir eine sinnvolle Berechnung aus. Im Gegensatz dazu wird die Schatzfunktion bei
kleiner Kernbreite exakter, allerdings werden dazu mehr Datenpunkte bendétigt.

Wird dieser Parameter nicht angegeben, so verwendet das Programm eine Kern-

breite von 0.1.

-e Wahlt eine Kernfunktion aus. Im Augenblick stehen die folgenden beiden Kerne
zur Auswahl:

1 Epanechnikov Kern
2 Gauss Kern

Eine Erganzung mit weiteren Kernen ist im Programmecode vorgesehen.

5.1.3 Der MMI-Algorithmus

Der Aufruf des Programmes erfolgt mit

kdtransinfo -p### -f## -s## -n## -t## [-a##] [-v##] [-k##] -q#as [-Fas]
[-s##] [-N##] [-T##] [-A##] [-B##] [-K##] [-i##] [-w#s] [-e##] [-1##]
[-d]

Die Kommandozeilenparameter haben dieselbe Bedeutung wie in 5.1.1, zuséatzlich kon-
nen noch folgende Parameter eingestellt werden:

-i Gibt die Anzahl der Iterationen an, die vom Programm durchgefiithrt werden sol-
len. Bei allen ITterationen aufler der ersten wird eine Adaption der Kernbreiten
vorgenommen.

Wird dieser Parameter nicht angegeben, so wird 1 Iteration durchgefiihrt.
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-w Bestimmt die Kernbreite des verwendeten Kernes. Mit einer hohen Kernbreite wird
die Verteilungsdichte verschmierter, dafiir reichen bereits weniger Datenpunkte
fiir eine sinnvolle Berechnung aus. Im Gegensatz dazu wird die Schiatzfunktion bei
kleiner Kernbreite exakter, allerdings werden dazu mehr Datenpunkte benétigt.

Wird dieser Parameter nicht angegeben, so verwendet das Programm eine Kern-
breite von 0.1.

-e Wihlt eine Kernfunktion aus. Im Augenblick stehen die folgenden beiden Kerne
zur Auswahl:

1 Epanechnikov Kern
2 Gauss Kern

Eine Ergdanzung mit weiteren Kernen ist im Programmecode vorgesehen.

-d Erlaubt unterschiedliche Adaption der Kernbreiten fiir die Verbundwahrschein-
lichkeitsdichte und die Randverteilungen. Dieser Parameter ist nur im Zusam-
menhang mit -i sinnvoll, da erst ab der zweiten Iteration eine Adaption der
Kernbreiten erfolgt.

Wird dieser Parameter nicht angegeben, so wird die Kernbreite fir einen Daten-
punkt sowohl fiir die Verbundwahrscheinlichkeit als auch fir die Randverteilun-
gen gleich gewahlt.

5.1.4 Ausgabe

Die Ausgabe erfolgt bei allen Algorithmen zur Berechnung der Transinformation im
selben Format. Ein typischer Programmlauf kénnte beispielsweise das folgende Resultat
liefern:

Mutual information calculation
Written in 1995 by Stefan Froehlich

Input files: P = data/sinl11-0.bin, n =1, T = 11

Q = data/sinl11-0.bin, n = 3, T = 11
5000 samples used.
Offset P: O, Offset Q: 11, I(A;B) = 0.409315 (2.47 sec.)
Offset P: O, Offset Q: 12, I(A;B) = 0.863262 (2.89 sec.)
Offset P: O, Offset Q: 13, I(A;B) = 0.757739 (2.89 sec.)
Offset P: O, Offset Q: 14, I(A;B) = 0.892421 (2.81 sec.)
Offset P: O, Offset Q: 15, I(A;B) = 0.99274 (2.93 sec.)
Offset P: O, Offset Q: 16, I(A;B) = 0.792202 (2.76 sec.)
Offset P: O, Offset Q: 17, I(A;B) = 0.694956 (2.7 sec.)
Offset P: O, Offset Q: 18, I(A;B) = 0.734847 (2.67 sec.)
Offset P: O, Offset Q: 19, I(A;B) = 0.581344 (2.6 sec.)
Offset P: O, Offset Q: 20, I(A;B) = 0.424659 (2.61 sec.)
Offset P: O, Offset Q: 21, I(A;B) = 0.691193 (2.74 sec.)
Offset P: O, 0ffset Q: 22, I(A;B) = 0.865399 (2.9 sec.)



KAPITEL 5. PROGRAMME 81

Offset P: O, Offset Q: 23, I(A;B) = 0.492546 (2.59 sec.)
0ffset P: 0, Offset Q: 24, I(A;B) = 0.946984 (2.83 sec.)
0ffset P: 0, 0ffset Q: 25, I(A;B) = 0.786832 (2.72 sec.)
0ffset P: 0, 0ffset Q: 26, I(A;B) = 0.786874 (2.72 sec.)
0ffset P: 0, 0ffset Q: 27, I(A;B) = 1.29419 (3.07 sec.)
0ffset P: 0, 0ffset Q: 28, I(A;B) = 0.821607 (2.76 sec.)

In den Kopfzeilen der Ausgabe stehen alle wichtigen Parameter, die iiber die Kom-
mandozeile angegeben wurden. Dabei handelt es sich um die Dateinamen fiir die Ein-
gangsdaten, um die verwendeten Dimensionen und um die Verzogerung fiir die Kon-
struktion der Vektoren. AuBerdem wird die Maximalzahl! der verwendeten Vektoren
angegeben.

AnschlieBend erfolgt die Ausgabe der Rechenergebnisse. Wurde das Programm nicht
mit =k oder =K im Mehrschrittmodus gestartet, so besteht dieser Teil nur aus einer ein-
zigen Zeile. Im Mehrschrittmodus wird fiir jeden Schritt eine eigene Zeile ausgegeben.
In der Ergebniszeile sind die beiden jeweiligen Offsets angegeben, die beim Einlesen der
Datei berticksichtigt wurden. Im Anschlu daran befindet sich die errechnete Transin-
formation. Abschliefend wird in Klammern die benétigte Rechenzeit? angegeben.

5.2 Kullback Leibler Distanz

5.2.1 Aufruf

Der Aufruf des Programmes erfolgt mit

kullback -p##t# -f## -s## -n## -t## [-a#t#t] [-b##t] [-k##] -qi#s [-Fa#]
[-s##] [-T##] [-A##] [-B##] [-Ka##] [-1##]

Dabei konnen mit den Kommandozeilenoptionen die folgenden Parameter einge-
stellt werden.

-p Name der Datei, die die Abtastwerte des Signals P enthélt. Dieser Parameter mufl
angegeben werden.

-q Name der Datei, die die Abtastwerte des Signals () enthalt. Dieser Parameter mufl
angegeben werden.

-f Dateityp fir die erste Fingangsdatei. Diese Option kann im einzelnen die Werte

1 Textdatei: Jeder Abtastwert steht in einer eigenen Zeile.

2 WAV-Datei: Der Aufbau der Datei folgt den Richtlinien fiir Windows Klang-

dateien.

!Diese kann unterschritten werden, wenn eine der beiden Eingangsdatein weniger Daten enthilt.
2Dabei handelt es sich nur um die tatsiichlich verbrauchte CPU-Zeit. Das Programm kann also
durchaus ldnger arbeiten, falls auf demselben Rechner noch andere Programme ausgefiihrt werden.
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3 Binérdatei: Die Daten sind im Bindrformat angegeben. Die Wortlinge kann
mit -s eingestellt werden. Die Daten miissen in der Anordnung Low-Byte /

High-Byte vorliegen.
annehmen. Dieser Parameter mufl angegeben werden.

-F Dateityp fiir die zweite Eingangsdatei. Die moglichen Werte fiir diese Option sind
identisch mit den Werten fiir -f. Falls dieser Parameter nicht verwendet wird,
setzt thn das Programm automatisch auf den selben Wert, der unter -f angegeben
wurde.

-s Dieser Parameter kann nur zusammen mit -f 3 verwendet werden und gibt an,
wieviele Bytes in der ersten Eingangsdatei einen Abtastwert beschreiben. Da
programmintern der Typ long int verwendet wird, ist auf den meisten Systemen
ein Maximalwert von 4 sinnvoll. Wird dieser Parameter nicht angegeben, setzt
ihn das Programm automatisch auf 1.

-S Dieser Parameter kann nur zusammen mit -F 3 verwendet werden und gibt an,
wieviele Bytes in der zweiten Eingangsdatei einen Abtastwert beschreiben. Der
Vorgabewert ist 1.

-n Rekonstruktionsdimension. Bei der Berechnung der Kullback Leibler Distanz kann
nur eine Dimension angegeben werden, die fiir beide Eingangsdateien verwendet
wird.

-t Verzogerungszeit fiir die Erzeugung von Vektoren aus der ersten Eingangsdatei.
Dieser Parameter mufl angegeben werden.

-T Verzogerungszeit fir die Erzeugung von Vektoren aus der zweiten Eingangsdatei.
Wird dieser Parameter nicht angegeben, so setzt thn das Programm auf den selben
Wert, der mit -t bestimmt wurde.

-a Offset, der beim Einlesen von der ersten Eingangsdatei angewendet wird. Mit -a
100 wird zum Beispiel festgelegt, daB die ersten 100 Werte der mit -p bestimmten
Datei iibersprungen werden. Der Vorgabewert fiir diese Option ist 0.

-b ist nur wirksam, wenn -k verwendet wird. Damit wird der maximale Offset, der bei
der ersten Datei wirksam werden soll, festgelegt. Mit der Angabe -b 500 wird
zum Beispiel bestimmt, dafl das Programm beendet wird, sobald der Offset der
ersten Datei grosser als 500 ist.

-A Offset, der beim Einlesen von der zweiten Eingangsdatei angewendet wird. Der
Vorgabewert fiir diese Option ist 0.

-B ist nur wirksam, wenn -K verwendet wird. Damit wird der maximale Offset, der
bei der zweiten Datei wirksam werden soll, festgelegt.
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-k aktiviert den Mehrschrittmodus. Nachdem die Transinformation mit den durch
-a und -A bestimmten Offsets berechnet ist, erhtht das Programm den Offset
der ersten Eingangsdatei um den mit -k festgelegten Wert und wiederholt die
Berechnung. Dies geschieht so lange, bis der Offset grofer ist, als der durch -b
festgelegte Wert. Die Voreinstellung fiir diesen Parameter ist 0, damit wird der
Mehrschrittmodus fiir die erste Eingangsdater deaktiviert.

-K funktioniert analog zu -k. Der Offset der zweiten Datei wird, ausgehend von -A,
solange um den durch -K spezifizierten Wert erhoht, bis der durch -B festgelegte
Wert tiberschritten wird. Der Vorgabewert fiir diesen Parameter ist 0, damit wird
der Mehrschrittmodus fir die zweite Eingangsdateil ausgeschaltet.

-1 bestimmt die Anzahl von Datenpunkten, die vom Programm fiir das Signal p(z)
verwendet wird, falls die Eingangsdatei entsprechend viele Daten enthélt. Der
Vorgabewert fiir diese Option ist 0, damit werden alle Abtastwerte gelesen, die
in der ersten Eingangsdatei enthalten sind.

-L bestimmt die Anzahl von Datenpunkten, die vom Programm fiir das Signal ¢(z)
verwendet wird, falls die Eingangsdatei entsprechend viele Daten enthélt. Der
Vorgabewert fiir diese Option ist 0, damit werden alle Abtastwerte gelesen, die
in der zweiten Fingangsdatei enthalten sind.

5.2.2 Awusgabe

Ein typischer Programmlauf zur Berechnung der Kullback Leibler Distanz konnte bei-
spielsweise die folgende Ausgabe liefern:

Kullback-Leibler distance calculation
Written in 1995 by Stefan Froehlich

Input files: P = data/sinl1-0.dat, T = 11, length = 5000

Q = data/sinl1-0.dat, T = 11, length = 5000
Dimension = 1
Offset P: O, Offset Q: 11, D(AIB) = 0.126464 (4.32 sec.)
Offset P: O, Offset Q: 12, D(AIB) = 0.120518 (4.43 sec.)
Offset P: 0, Offset Q: 13, D(A|B) = 0.119269 (4.48 sec.)
Offset P: 0, Offset Q: 14, D(A|B) = 0.11409 (4.46 sec.)
Offset P: 0, Offset Q: 15, D(A|B) = 0.125612 (4.35 sec.)
Offset P: 0, Offset Q: 16, D(A|B) = 0.0956377 (4.32 sec.)
Offset P: 0, Offset Q: 17, D(A|B) = 0.0756519 (4.31 sec.)
Offset P: 0, Offset Q: 18, D(A|B) = 0.0920888 (4.19 sec.)
Offset P: 0, Offset Q: 19, D(A|B) = 0.0875948 (4.18 sec.)
Offset P: 0, Offset Q: 20, D(A|B) = 0.0761001 (4.16 sec.)
Offset P: 0, Offset Q: 21, D(AIB) = 0.0796012 (4.16 sec.)
Offset P: 0, Offset Q: 22, D(AIB) = 0.109635 (4.22 sec.)
Offset P: 0, Offset Q: 23, D(A|B) = 0.0994239 (4.18 sec.)
Offset P: 0, Offset Q: 24, D(A|B) = 0.0720285 (4.12 sec.)
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Offset P: O, Offset Q: 25, D(AIB) = 0.0619929 (4.14 sec.)
0ffset P: O, 0ffset Q: 26, D(A|B) = 0.121633 (4.31 sec.)
0ffset P: O, 0ffset Q: 27, D(A|B) = 0.121785 (4.26 sec.)
0ffset P: O, Offset Q: 28, D(A|B) = 0.147328 (4.27 sec.)

In den Kopfzeilen der Ausgabe stehen alle wichtigen Parameter, die iiber die Kom-
mandozeile angegeben wurden. Dabei handelt es sich um die Dateinamen fiir die Ein-
gangsdaten, um die verwendete Dimension und um die Verzogerung fiir die Konstrukti-
on der Vektoren. Aulerdem wird die Maximalzahl® der verwendeten Vektoren fiir jede
Eingangsdatei angegeben.

AnschlieBend erfolgt die Ausgabe der Rechenergebnisse. Wurde das Programm nicht
mit -k oder -K im Mehrschrittmodus gestartet, so besteht dieser Teil nur aus einer ein-
zigen Zeile. Im Mehrschrittmodus wird fiir jeden Schritt eine eigene Zeile ausgegeben.
In der Ergebniszeile sind die beiden jeweiligen Offsets angegeben, die beim Einlesen der
Datei beriicksichtigt wurden. Im Anschluff daran befindet sich die errechnete Kullback
Leibler Distanz. Abschliefend wird in Klammern die benétigte Rechenzeit* angegeben.

5.3 Format der Eingangsdateien

Die Eingangsdateien kénnen zur Zeit in einem von drei méglichen Formaten bereitge-
stellt werden. Dabei handelt es sich um

e ASCII Textdateien. Das Programm erwartet in jeder Zeile der Eingangsdatei
genau eine Zahl. Dabei darf es sich auch um einen Gleitkommawert handeln.

Da bei Textdateien die Anzahl der Zeilen nicht im voraus bestimmt werden
kann, miissen solche Dateien zunéchst vom Programm vermessen werden, was
bei grofen Datenmengen (ab etwa 10° Punkten) zu einer zusitzlichen Verzoge-
rung von einigen Sekunden fithren kann.

e Bindre Dateien. Hier sind nur ganze Zahlen als Eingangsdaten zuldssig. Es darf
sich nur um 8k Bit breite Werte handeln, wobei k bei den meisten Maschinen auf
4 begrenzt ist (entsprechend dem Datentyp long int).

Die Eingangsdaten miissen im Low Byte / High Byte Format vorliegen.

o WAV Dateien. Diese Dateien entsprechen dem Standard, der fiir Windows Klang-
dateien vorgesehen ist. Die genauen Spezifikationen sind aus der entsprechenden
Literatur zu entnehmen.

Eine Erweiterung dieser Liste aul neue Formate ist problemlos moglich. Dazu muf
lediglich eine neue Unterklasse von der Klasse Datafile angelegt werden, wie das in
binfile.h und binfile.cc beispielsweise fiir Bindrdateien getan wurde.

3Diese kann unterschritten werden, wenn eine der beiden Eingangsdatein weniger Daten enthilt
4Dabei handelt es sich nur um die tatséchlich verbrauchte CPU-Zeit. Das Programm kann also
durchaus ldnger arbeiten, falls auf demselben Rechner noch andere Programme ausgefiihrt werden.



Kapitel 6

Zusammenfassung

In Tabelle 6.1 werden die mit den verschiedenen Algorithmen erzielten Ergebnisse
einander gesammelt gegeniibergestellt. Fiir jedes Verfahren wird die Rechengenauigkeit,
die Ausfithrungszeit sowie der Speicherbedarf angegeben.

Es zeigt sich, dafl der auf dem adaptiven Histogramm basierende, neu entwickel-
te Algorithmus eine deutlich héhere Rechengenauigkeit aufweist als die anderen un-
tersuchten Verfahren. Fiir die Kerndichte Schédtzung kann hier kein Wert angegeben
werden, da, um eine ausreichende Anzahl an Meflwerten zu erhalten, die Rechenzeit
zu grof} ist. Untersuchungen im eindimensionalen Fall haben gezeigt, dafl der Fehler
bei der Kerndichteschédtzung die selbe Gréfenordnung aufweist wie beim adaptiven
Histogramm (siehe Kapitel 3.3.3). Die Ergebnisse des MMI-Algorithmus sind nicht
verwendbar.

Im Gegensatz dazu stehen die Ergebnisse fir das dynamische Verhalten der Pro-
gramme. Der von H.-P. Bernhard entwickelte FMI-Algorithmus weist eine Laufzeit aus,
die sich sowohl linear zur Anzahl der Eingangsdaten als auch linear zur bei der Berech-
nung verwendeten Dimension verhalt. Bei den neuentwickelten Algorithmen hingegen
steigt die Rechenzeit exponentiell mit der Dimension an (die Abhdngigkeit von der
Anzahl der Datenpunkte ist wie beim FMI-Algorithmus linear). Lediglich der MMI-
Algorithmus weist hier bessere Werte auf (beispielsweise ist die Laufzeit von der Di-
mension vollig unabhéngig), auf Grund des unzulédssig hohen Rechenfehlers ist dies
allerdings uninteressant.

Der Speicherbedarf steht bei allen Verfahren in direktem Zusammenhang mit der
Ausfiithrungszeit.

AbschlieBend kann daher festgestellt werden: Fir Berechnungen, bei denen auf hohe
Rechengenauigkeit Werl gelegl wird, kann der neu entwickelle Algorithmus basierend
auf dem adaptiven Histogramm empfohlen werden. Bei Anwendungen, die grofiere Re-
chenfehler zulassen, wihrend die Ausfithrungszeil kritisch ist, eignen sich die Program-
me aus [2] besser.
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‘ FMI-Algor. ‘ Adapt. Hist. ‘ Kerndichte Sch. ‘ MMI-Algor. ‘

Transinformation 6,89 ~ 7 - ~ 4,5
fir SNR = 42 dB

Laufzeit linear linear linear Nlog N
(Datenpunkte)

Laufzeit linear epxonentiell exponentiell -
(Dimension)

Speicher linear linear linear linear
(Datenpunkte)

Speicher linear exponentiell exponentiell linear
(Dimension)

Tabelle 6.1: Gegeniiberstellung der Ergebnisse
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